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「角」 盡 腦 汁 

－正多邊形在平面與空間組合圖形之探討— 

一、 摘要： 
在數學課中因為介紹多邊形，讓我們引發對形狀的興趣，再加上學校宣傳物—正十

二面體存錢筒的接觸，使我們展開了對正多邊形在平面上和空間上的研究。我們研究了

正多邊形在平面上與空間中的組合問題。研究後發現只有正三角形、正方形、正六邊形

等圖形，因為其內角角度數是 360 的因數，所以可構成平面；一層一層的平面圖形所需

要正多邊形個數記算方式，推論如下：正三角形【(3n2－3n) ÷2】＋1；正四邊形【(4 n2

－4n) ÷2】＋1；正六邊形 3 n2－3n＋1，此結果可讓我們運用在地磚的鋪設上。而可構

成正多面體的條件是正多邊形的單一內角角度 3 以上的整數倍須小於 360°，實驗結果發

現只有正三角形可構成正四面體、正八面體、正二十面體；正四邊形可構成正六面體；

正五邊形可構成正十二面體，此研究在建築界有很大的幫助。 

 

二、研究動機： 

在建築業中，常常有許多令人嘖嘖稱奇的圖形，而在六年級上學期上數學課時，

老師介紹了多邊形的各種特性，讓我們引發興趣，這些有趣的圖形，常常可以拼湊成令

人意想不到的神奇組合，我們更發現到，可以利用正多邊形的拼湊，組合成正多面體，

例如學校的宣導物十二面體存錢筒，於是、我們決定對正多邊形與正多面體展開一連串

的研究，「角」盡腦汁，希望能參透其中的秘密。 

 

三、研究目的： 

（一）從實驗中研究哪些正多邊形可一層一層往外不斷擴展排列（即哪些正多邊形

可鋪地板、磁磚 ）。 

（二）可一層一層向外擴展排列的正多邊形中，從實驗中探討組合圖形每一層所需

要的個數，及共需要幾個正多邊形？ 

（三）從實驗中研究可由哪些正多邊形拼成立體圖形（正多面體）。 

（四）從實驗中研究幾個正多邊形時可拼成何種正多面體。 

 

四、關鍵詞： 

（一）正多面體：每個正多面體的邊長都相等，每一面也都是相同的正多邊形，

每個頂點到中心的距離都相等 

（二）n2 =n×n＝n 的平方 

     

五、研究設備和器材： 

（一）厚紙板             （二）圓規                    （三）量角器 

（四）美工刀、鉛筆       （五）彩色噴漆                 
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六、研究過程 

實驗一 

研究正多邊形，沿著其各邊向外一層一層擴展所排出的平面圖形 

(一) 材料製作： 

      1.我們在厚紙板上利用尺、圓規以及量角器作圖。以「正三角形」為例，用圓規畫

一個半徑為 3 公分的圓，再利用量角器將圓分成三等分，也就是將圓分成三個圓

心角皆為 120°的扇形，最後將各頂點連接起來，再沿著各邊剪下圖形(如圖所示)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 以 O為圓心，畫一個半徑 3公分的圓。 

2. 同樣以 O為圓心，利用量角器量出三個 120°的圓心角，並交圓於 A、B、C

三點。 

3. 分別將點 A、點 B、點 C連接起來。 

4. 最後沿著邊 AB、邊 BC、邊 CA 剪下，即可製作出正三角形 ABC。 

 

 

 

 

 

2.依照同樣的方法，我們分別製作出「正方形」、「正五邊形」、「正六邊形」、「正

七邊形」、「正八邊形」的厚紙板模型(如圖所示)，每種圖形各製作約 40 個。 

O 

A 

B C 

120° 

120° 

120° 
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正三角形 正方形 正五邊形 

 
正六邊形 

正七邊形 正八邊形 

    

 

(一) 實驗過程：  

實驗 1-1：找出「正三角形」、「正方形」、「正五邊形」、「正六邊形」、「正七邊

形」、「正八邊形」中，能沿著各邊向外一層一層擴展的有幾個。 

1.實驗「正三角形」，利用數個正三角形依序排出一層、二層、三層等的圖形(如圖

所示)；若可以排列則塗上一層一層不同的顏色。 

2.實驗「正方形」，利用數個正方形依序排出一層、二層、三層等的圖形(如圖所示) ；

若可以排列則塗上一層一層不同的顏色。 

3.實驗「正五邊形」，利用數個正五邊形依序排出一層、二層、三層等的圖形(如圖

所示) ；若可以排列則塗上一層一層不同的顏色。 

4.實驗「正六邊形」，利用數個正六邊形依序排出一層、二層、三層等的圖形(如圖

所示) ；若可以排列則塗上一層一層不同的顏色。 

5.實驗「正七邊形」，利用數個正七邊形依序排出一層、二層、三層等的圖形(如圖

所示) ；若可以排列則塗上一層一層不同的顏色。 

6.實驗「正八邊形」，利用數個正八邊形依序排出一層、二層、三層等的圖形(如圖

所示) ；若可以排列則塗上一層一層不同的顏色。 
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正三角形 正方形 正五邊形 

 

正六邊形 正七邊形 

 

正八邊形 

                             1-1-3 
實驗 1-2：分別找出「正三角形」、「正方形」、「正六邊形」排成各層所需要的正三

角形、正方形、正六邊形個數。 

1.實驗「正三角形」，沿著各邊向外依序排出一層、二層、三層、四層的圖形，再分

別數出第一層、第二層、第三層、第四層的正三角形個數。再觀察其個數的規律，

推論出第 n層的正三角形個數。 

2.實驗「正方形」，沿著各邊向外依序排出一層、二層、三層、四層的圖形，再分別

數出第一層、第二層、第三層、第四層的正方形個數。再觀察其個數的規律，推

論出第 n層的正方形個數。 

3.實驗「正六邊形」，沿著各邊向外依序排出一層、二層、三層、四層的圖形，再分

別數出第一層、第二層、第三層、第四層的正六邊形個數。再觀察其個數的規律，

推論出第 n層的正六邊形個數。 

 

實驗二 
探討正多邊形可組合的正多面體有哪幾種？並研究其角度與圖形之間的關係 

（一）材料製作： 

在此實驗中，為了組合出各種正多面體，我們在厚紙板上分別畫出「正三角

形」、「正方形」、「正五邊形」、「正六邊形」、「正七邊形」、「正八邊形」模型各數個，

我們參考實驗一的方式，用圓規畫出一個半徑為七公分的圓，以量角器將圓心角平

分成三部分，將圓分割成三個扇形再連接圓周上的三點，畫出正三角形。 

依照同樣的方法，我們製作出「正方形」、「正五邊形」、「正六邊形」、「正七邊

形」、「正八邊形」(如圖所示)。 
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正三角形 正方形 
正五邊形 

正六邊形 
正七邊形 

正八邊形 

 

（二）實驗過程： 

實驗 2-1 

1.運用一點連接三個正三角形頂點方式連接，結果發現可合成一正四面體。 

2.運用一點連接四個正三角形頂點方式連接，結果發現可合可成正八面體。 

3.運用一點連接五個正三角形頂點方式連接，結果發現可完成正二十面體。 

4.運用一點連接六個正三角形頂點方式連接，試試看是否可能拼出正多面體。 

5.運用一點連接三個正四邊形頂點方式連接，結果發現可合併成為一正六面體。 

6.運用一點連接四個正四邊形頂點方式連接，試試看是否可能拼出一個正多面體 

7.運用一點連接三個正五邊形頂點方式連接，結果發現可拼成一正十二面體。 

8.運用一點連接四個正五邊形頂點方式連接，試試看是否可能拼出正多面體。 

9.運用一點連接三個正六邊形頂點方式連接，試試看是否可能拼出正多面體。 

10.運用一點連接三個正七邊形頂點方式連接，試試看是否可能拼出正多面體。 

11.運用一點連接三個正八邊形頂點方式連接，試試看是否可能拼出正多面體。 

 

七、結 果： 

實驗一    實驗 1－1  

我們發現其中「正三角形」、「正方形」、「正六邊形」皆可以沿著各邊向外擴展排成

平面圖形，而「正五邊形」、「正七邊形」、「正八邊形」則無法沿著各邊排出圖形。 
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正三角形：可以拼成 正方形：可以拼成 正五邊形：無法拼成 

正六邊形：可以拼成 正七邊形：無法拼成 正八邊形：無法拼成 

 

實驗 1－2 
（一）用「正三角形」排出的圖形，第一層需要 1個正三角形，第二層需要 3個正三

角形，第三層需要 6個正三角形，第四層需要 9個正三角形。 

（二）用「正方形」排出的圖形，第一層需要 1個正方形，第二層需要 4個正方形，

第三層需要 8個正方形，第四層需要 12 個正方形。 

（三）用「正六邊形」排出的圖形，第一層需要 1個正六邊形，第二層需要 6個正六

邊形，第三層需要 12 個正六邊形，第四層需要 18 個正六邊形。 

 

 

我們將實驗結果以表格表示出來： 

第一層 

三角形數量：1個 

第二層 

三角形數量：3個

第三層 

三角形數量：6個 

第四層 

三角形數量：9個 

 

 

 

 

 

三角形累積數量： 

1 個 

 

 

 

 

 

三角形累積數量：

4個 

 

 

 

 

 

三角形累積數量： 

10 個 

 

 

 

 

 

 

三角形累積數量：19 個 
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一層 

正方形數量：1個 

第二層 

正方形數量：4

個 

第三層 

正方形數量：8個 

第四層 

 正方形數量：12 個 

 

 

 

 

 

 

正四邊形累積

量：1個 

 

 

 

 

 

 

正四邊形累積

數量：5個 

 

 

 

 

 

 

正四邊形累積數量：

13 個 

 

 

 

 

 

 

 

正四邊形累積數量：25 個

 

一層 

正六邊形數量 1

個 

第二層 

正六邊形數量

6個 

第三層 

正六邊形數量 12

個 

第四層 

正六邊形數量：18 個 

 

 

 

 

 

 

 

正六邊形累積數

量 1個 

 

 

 

 

 

 

 

正六邊形累積

量 7 個 

 

 

 

 

 

 

 

正六邊形累積數量

19 個 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

正六邊形累積數量：37 個 

                                      

實驗二 

1.單一正方形可構成的多面體只有五個。 

2.這五個多面體組合時所需要之正多邊形如下： 

 

           項目 

多面體   

正多邊形 面數 

正四面體 正三角形 4 

正六面體 正方形 6 

正八面體 正三角形 8 

正十二面體 正五邊形 12 

正二十面體 正三角形 20 
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八、討 論： 

實驗一     實驗 1－1.  
（一）我們知道正三角形的內角和是 180°，所以它的一個內角是 60°(180 ÷3)；而正

方形內角和 360°，其一個內角是 90°(360 ÷4)，所以只要知道正多邊形的內角

和，我們就可以知道它的一內角是幾度，而知道一個正多邊形的內角是幾度，

才能知道它是不是 360 的正因數，但如果用量角器來測量一定會有誤差，所以

我們試著用其他方法找出內角角度的規則。 

 

（二）我們發現任意正多邊形皆可以分成數個三角形，而我們都知道三角形的內角和

是 180°，所以只要知道任意正多邊形能分成幾個三角形，我們就能知道任意正

多邊形的內角和是幾度。 

經由正多邊形分割後，我們發現正方形可以分成 2 個三角形；正五邊形可以分 3

個三角形；正六邊形可以分 4個三角形；正七邊形可以分 5個三角形；正六邊形

可以分 6個三角形，所以我們可以統計出下面表格： 

 

 

正多邊形 正方形 正五邊形 正六邊形 正七邊形 正八邊形 

分割成三

角形的個

數（個）

2 3 4 5 6 

 

由表格 1-2-6 我們可以更清楚的發現，正 n邊形可以分成(n－2)個三角形，

所以可以推論出正 n邊形的內角和就是【180°×(n－2)】；而正 n邊形的一個內角

角度就是【180°×(n－2) ÷n】。 

我們得知「任意正多邊形，其每一個內角的角度度數是 360 的正因數，則

此正多邊形就可以向外一層一層擴展，排出我們所要的平面圖形；反之，則無法

排出我們所要的圖形」。所以我們只要找出 360 的所有正因數，再找出有哪個正

多邊形其一內角角度和其中一個正因數吻合。 

※找出 360 的所有正因數 

根據我們所學，我們知道 360 的所有正因數有：1、2、3、4、5、6、8、9、

10、12、15、18、20、24、30、36、40、45、60、72、90、120、180、360，總

共 24 個。 

 

 

 

 

 

 

 

經過我們的計算之後，我們可以將各正多邊形的內角角度歸納如下表： 
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正 n 邊形 計    算    算    式 正 n 邊形一內角角度 

正三角形 180°×(3－2) ÷3 60° 

正方形 180°×(4－2) ÷4 90° 

正五邊形 180°×(5－2) ÷5 108° 

正六邊形 180°×(6－2) ÷6 120° 

正七邊形 180°×(7－2) ÷7 約 128.57° 

正八邊形 180°×(8－2) ÷8 135° 

正九邊形 180°×(9－2) ÷9 140° 

正十邊形 180°×(10－2) ÷10 144° 

正十一邊形 180°×(11－2) ÷11 約 147.27° 

正十二邊形 180°×(12－2) ÷12 150° 

 

（三）實驗推論： 

我們已知其中「正三角形」、「正方形」、「正六邊形」的一內角角度度數

分別是「60」、「90」、「120」，都是 360 的正因數，也確實可以向外一層一層

緊密擴展排成平面圖形。而根據表格 1-2-7，我們可以清楚發現，正 n邊形隨

著邊數的增加，其一內角角度也跟著增加，也就是正十三邊形其一內角角度

必定會大於正十二邊形的 150°。所以「正六邊形」以後，接下來的正 n 邊形

一內角角度必定大於 120°，而 360 的正因數中大於 120 的只剩下 180 和 360，

也就是可能向外一層一層緊密擴展排成平面圖形的正 n 邊形，其一內角角度

只剩下 180°以及 360°的可能。但是我們所討論的正 n邊形，其一內角角度一

定要小於 180°，否則就不是正「凸」多邊形，因此即使有正 n 邊形其一內角

角度是 180°或 360°，還是不能向外一層一層緊密擴展排成我們想要的平面圖

形，故正多邊形除了「正三角形」、「正方形」、「正六邊形」以外，沒有其他

正多邊形能沿著各邊向外排出一層一層緊密擴展的平面圖形。 

我們從實驗 1-1 的結果能清楚發現，可以向外層層擴展的「正三角形」、

「正方形」、「正六邊形」有一定的共通性。就是它們的每一個邊都必須與相

鄰的正多邊形緊密相連，而每一個角皆會與周圍正多邊形的角緊密相合。我

們以「正三角形」為例，正三角形的每一邊皆與其他正三角形的邊緊密相鄰，

而且每一內角都可以和周圍的正三邊形緊密相合。此外，我們也發現，由於

正三角形每一內角都可以和周圍的正三邊形緊密相合，所以正三角形的每一

內角都可以和周圍五個正三角形的五個內角合成 360°(如圖所示)。 
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接著以「正方形」為例，正方形的每一邊皆與其他正方形的邊緊密相鄰，而

且每一內角都可以和周圍的正方形緊密相合。也因為正方形每一內角都可以和周

圍的正方形緊密相合，所以正方形的每一內角都可以和周圍三個正方形的三個內

角合成 360°(如圖所示)。 

 

 

 

     

 

同樣的，以「正六邊形」為例，正六邊形的每一邊皆與其他正六邊形的邊緊

密相鄰，而且每一內角都可以和周圍的正六邊形緊密相合。也因為正六邊形每一

內角都可以和周圍的正六邊形緊密相合，所以正六邊形的每一內角都可以和周圍

兩個正方形的兩個角合成 360°(如圖所示)。 

360° 

360° 
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  由以上發現我們可以推論出，正多邊形如果要能緊密排成平面圖形，它

的每一個角的角度必須與相鄰的正多邊形的角合成 360°。例如：我們知道正三

角形的每一個內角都是 60°，所以只要六個正三角形就可以組合成 360°，也就是

我們上面提到的，正三角形的每一內角都可以和周圍五個正三角形的五個內角合

成 360°。同樣的，正方形的每一個內角都是 90°，只要四個正方形就可以組成

360°，也就是之前提到的，正方形的每一內角都可以和周圍三個正方形的三個內

角合成 360°。由以上推論，我們可以假設「只要任意正多邊形每一個內角的角

度度數能將 360 整除，則此正多邊形就可以向外一層一層擴展，排出我們所要

的平面圖形」；也就是「只要任意正多邊形，其每一個內角的角度度數是 360 的

正因數，則此正多邊形就可以向外一層一層擴展，排出我們所要的平面圖形」。 

為了證明我們的假設正確，我們以「正六邊形」來驗證。首先我們要知道

正六邊形的每一個內角是幾度，我們利用量角器量出正六邊形的其中一個內角，

發現它是 120°。而 120 正是 360 的其中一個正因數，且根據實驗 1-1，我們知道

正六邊形確實可以排出我們要的平面圖形，所以這可以支持我們「任意正多邊

形，其每一個內角的角度是 360°的正因數，則此正多邊形就可以向外一層一層

擴展，排出我們所要的平面圖形」的假設。 

接著，我們以「正五邊形」為例，由實驗結果，我們知道正五邊形並不能

向外一層一層擴展，排出我們所要的平面圖形，而根據我們的假設，這就表示正

五邊形每一個內角的角度度數，並不能整除 360，所以我們決定實際驗證看看。 

首先要知道正五邊形的一個內角是幾度，我們利用量角器量出正五邊形的

每一個內角都是 108°，我們將 360 除以 108 等於 3.333…，發現果真無法整除。

同樣的，我們分別驗證「正七邊形」和「正八邊形」，我們利用量角器量出正七

邊形的每一個內角約為129°，正八邊形的每一個內角約為135°， 將360除以 129

約等於 2.7906976，而 360 除以  135 等於 2.666…，兩者亦無法整除。這和我

們的實驗結果符合，所以根據上述正例與反例，我們推論出「任意正多邊形，其

每一個內角的角度是 360°的正因數，則此正多邊形就可以向外一層一層擴展，

排出我們所要的平面圖形；反之，則無法排出我們所要的圖形」。 

360° 
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實驗 1－2 

（一）根據實驗結果，討論「正三角形」，在每一層的個數，我們列表如下： 

 

層數 第一層 第二層 第三層 

圖形    

層數 第四層 第五層  

圖形    

   我們將每一層個數的統計如下表： 

層數 個數計算 統計 

一  1 1 

二 2+1 3 

三 2+2+2 6 

四 3+2+2+2 9 

五 3+2+2+2+3 12 

六 4+2+2+2+2+3 15 

七 4+2+2+2+2+2+4 18 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ （觀察規律，每增 

‧ 加一層，就多 

‧ 1+2=3 個） 

 

n  3×（n-1） 

 

（二）根據實驗結果，討論「正方形」在每一層的個數，我們列表如下： 

層數 第一層 第二層 第三層 

圖形    
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層數 第四層 第五層  

圖形    

我們將每一層個數的統計如下表： 

層數 個數計算 統計 

一 1 1 

二 1+2+1 4 

三 1+2+2+2+1 8 

四 1+2+2+2+2+2+1 12 

五 1+2+2+2+2+2+2+2+1 16 

六 1+2+2+2+2+2+2+2+2+2+1 20 

七 1+2+2+2+2+2+2+2+2+2+2+2+1 24 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ （觀察規律，每 

‧ 增加一層，就 

‧ 多 2+2=4 個） 

 

n  4×（n-1） 

 

（三）根據實驗結果，討論「正六邊形」在每一層的個數，我們列表如下： 

層數 第一層 第二層 第三層 

圖形    

層數 第四層 第五層  

圖形    
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我們將每一層個數的統計如下表： 

層數 個數計算 統計 

一 1 1 

二 2×6-6(邊長為 2個六邊形所成的圖形) 6 

三 3×6-6(邊長為 3個六邊形所成的圖形) 12 

四 4×6-6(邊長為 4個六邊形所成的圖形) 18 

五 5×6-6(邊長為 5個六邊形所成的圖形) 24 

六 6×6-6(邊長為 6個六邊形所成的圖形) 30 

七 7×6-6(邊長為 7個六邊形所成的圖形) 36 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ （觀察規律，每增加一層， 

‧ 則增加六個） 

‧  

 

n  6×（n-1） 

 

 

依據以上推論(不考慮第一層之個數)，我們可以列表如下頁： 

 

 
正三角形 正方形 正六邊形 

第 二 層 3   4  6 

第 三 層 6   8 12 

第 四 層 9  12 18 

第 五 層 12 16 24 

第 六 層 15 20 30 

第 七 層 18 24 36 

第 八 層 21 28 42 

第 九 層 24 32 48 

第 十 層 27 36 54 

第 十一 層 30 40 60 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

‧ 

第 n 層 3 ×(n－1) 4 ×(n－1) 6 ×(n－1) 

 

我們換個方向想，如果不考慮第一層，從第二層開始，三種圖形分別所需

的圖形個數，有固定的規則。以「正三角形」為例，從第二層開始，各層所需的

正三角形個數分別為「3」、「6」、「9」、「12」、「15」、「18」、「21」、「24」、「27」、

「30」……。依此類推，我們不難發現，它們之間都相差 3，也就是各層所需的

圖 
形

種 
類 

所 需 圖 形 
個 數 
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正三角形個數皆相差 3。 

同理，以「正方形」為例，從第二層開始，各層所需的正方形個數分別為

「4」、「8」、「12」、「16」、「20」、「24」、「28」、「32」、「36」、「40」……，各層所

需正方形個數皆相差 4。而以「正六邊形」為例，從第二層開始，各層所需的正

六邊個數分別為「6」、「12」、「18」、「24」、「30」、「36」、「42」、「48」、「54」、「60」……，

各層所需正六邊形個數皆相差 6。 

 接著，我們同樣不考慮第一層，只觀察第二層到第五層，它們的正三角形

個數分別為 1×3 個、2×3 個、3×3 個、4×3 個，總和為 

1×3+2×3+3×3+4×3=(1+2+3+4)×3 個（可看成 1 個 3 加上 2 個 3 加上 3 個 3 加上 4

個 3），因此、我們先算 1+2+3+4，列出下列圖形輔助： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們將上列的圖形複製一個，並將其上下顛倒，如下圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1+2+3+4 

（共四層） 

4+3+2+1 

（共四層） 

第二層有 1×3 個正三角形 

第三層有 2×3 個正三角形 

第四層有 3×3 個正三角形 

第五層有 4×3 個正三角形 

1+2+3+4 

（共四層） 
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將兩邊的圖形合併，我們觀察其中的規律： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

所以第二層到第五層共 3×【(1+4)×4÷2】個 

同理，我們將此種計算方式運用到第 n層正三角形的計算，在前面我們已經

知道正三角形的圖形拼湊活動中，第 n層有(n-1)×3 個正三角形，第一層三角形

先暫且不算，則第 2層至第 n層共有【1＋2＋3＋4＋5＋……＋(n-1)】×3 個，，

以上述計算方式，我們先計算【1＋2＋3＋4＋5＋……＋(n-1)】，列圖如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4

層 

(最小)

1 
（最大） 

4 

由長方形面積求法，我們可以知道上列圖形為 
4×（1+4） 

所以我們可以知道 1+2+3+4=4× (1+4)÷2 

‧
‧
‧
‧

‧‧‧‧‧‧

n 

層 

n-1 個 

‧‧‧‧‧‧

‧
‧
‧
‧

1+2+3+4+……＋(n-1)      （共 n-1 層） 
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複製同一個圖形，將其上下顛倒 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

將兩邊的圖形合併，圖形如下頁： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n 

層 

‧‧‧‧‧‧

‧
‧
‧
‧

‧
‧
‧
‧ 

‧‧‧‧‧‧ 

‧‧‧‧‧‧

‧
‧
‧
‧

‧
‧
‧
‧

‧‧‧‧‧‧

‧‧‧‧‧‧

1+2+3+4+……＋(n-1)   

  （共 n-1 層） 

 (n-1) +……4+3+2+＋1   

  （共 n-1 層） 

(最小) 

1 

(最大) 

n-1 

n-1 

層 
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我們先計算結合後所成的正方形所用的圓形個數，計算發現為(n-1)×【1＋

(n-1)】，因為我們複製了一次，所以實際的個數應除以 2，所以我們可以知道： 

1+2+3+4+5+……+(n-1)= (n-1)×【1＋(n-1)】÷2=(n-1)×n÷2=(n 2 －n) ÷2 

也可以說，在正三角形的拼湊中，第 2層至第 n層所用的正三角形共有 

3×(n 2 －n) ÷2=【(3 n 2 －3n) ÷2】個，但如果欲知道排出第一層到第 n 層所需

的圖形總個數，記得要再加入第一層的 1個，因為任意正 n邊形，第一層的圖形

個數皆是 1個，之前所有推論，皆沒有考慮到第一層，所以，最後要記得算進去。

所以可以知道，正三角形拼湊的個數共有【(3 n2－3n) ÷2】＋1。 

同理，計算「正方形」與「正六邊形」的第二層到第 n-1 層中，所需的圖

形總個數。分別以式子「4×(n-1)×【1＋(n-1)】÷2」與「6×((n-1)×【1＋(n-1)】

÷2」表示，因此、因為任意正 n 邊形，第一層的圖形個數皆是 1 個，之前所有

推論，皆沒有考慮到第一層，所以，最後要記得算進去。 

以「正方形」為例，排出第一層同樣需要 1 個正方形，而從第二層開始，

欲排出第 n層所需的正方形個數為【4 ×(n－1)】個，所以第二層所需的正方形

個數即為【4 ×(2－1)】＝4個，而第 n層所需的正方形個數還是【4 ×(n－1)】

＝(4n－4)個。所以根據上述計算方式，可以導出「4×(n-1)×【1＋(n-1)】÷2＝

【4＋(4n－4)】×(n－1) ÷2」，最後再加上第一層的 1個正方形，也就是「【(4 n2

－4n) ÷2】＋1」個。 

同樣以十一層正方形排成的圖形驗證。欲用正方形排出十一層的圖形，所

需的正方形個數，就是將 n以 11 代入，結果等於「(4×11×11－4×11)÷2＋1＝221

個」，根據上面統整的表格(1－2－8 )，將各層所需的正方形個數相加，也就是

「1＋4＋8＋12＋16＋20＋24＋28＋32＋36＋40＝221」，可以清楚發現兩者的答

案相同，故同樣驗證我們所歸納出來正方形的規則。 

同理，以「正六邊形」為例，排出第一層同樣需要 1 個正六邊形，而從第

二層開始，欲排出第 n層所需的正六邊形個數為【6 ×(n－1)】個，所以第二層

所需的正方形個數即為【6 ×(2－1)】＝6 個，而第 n 層所需的正六邊形個數還

是【6 ×(n－1)】＝(6n－6)個。所以根據梯形公式，可以導出「6×((n-1)×【1

＋(n-1)＝【6＋(6n－6)】×(n－1) ÷2」，最後再加上第一層的 1 個正方形，也

就是「【(6 n2－6n) ÷2】＋1＝3 n2－3n＋1」個。 

以十一層正六邊形排成的圖形驗證。欲用正六邊形排出十一層的圖形，所

需的正六邊形個數，就是將 n以 11 代入，結果等於「(6×11×11－6×11)÷2＋1＝

331 個」，根據上面統整的表格(1-2-9 )，將各層所需的正六邊形個數相加，也

就是「1＋6＋12＋18＋24＋30＋36＋42＋48＋54＋60＝331」，可以清楚發現兩

者的答案相同，故同樣驗證我們所歸納出來正六邊形的規則。 

 

實驗二 

在組合出「正四面體」、「正六面體」、「正八面體」、「正十二面體」、 

「正二十面體」之後，我們觀察它們的共通性。第一，其每一個面的每一邊，都

有圖形相鄰；第二，我們可以發現想要排成立體圖形，正多邊形各邊相鄰的正多

邊形，並不會與正多邊形在同一個平面上；也就是正多邊形周圍緊鄰的正多邊形
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會同時向下或向上傾斜。舉「正四面體」的例子來說，正四面體是由四個正三角

形所組成，其中任意一個正三角形必定不會與它周圍緊鄰的三個正三角形在同一

個平面上。 

同樣的，「正六面體」中，任意一個正方形必定不會與它周圍緊鄰的四個正

方形在同一個平面上；「正八面體」中，任意一個正三角形必定不會與它周圍緊

鄰的三個正三角形在同一個平面上；「正十二面體」中，任意一個正五邊形必定

不會與它周圍緊鄰的五個正五邊形在同一個平面上；「正二十面體」中，任意一

個正三角形必定不會與它周圍緊鄰的三個正三角形在同一個平面上。 

接著我們以它們的平面展開圖來解說，首先，以「正三角形」為例，由正

三角形所組成的「正四面體」、「正八面體」、「正二十面體」中，任意一個正三角

形，其與周圍緊鄰的正三角形展開圖皆如圖   所示。根據我們上述推論，在立

體圖形中，假設我們以圖中 1號正三角形為底，1號正三角形周圍緊鄰的三個正

三角形，也就是 2 號正三角形、3 號正三角形、4 號正三角形，皆會同時向下或

向上傾斜。而為了要讓 2號正三角形、3號正三角形、4號正三角形有空間傾斜，

所以在平面展開圖中，2 號正三角形與 3 號正三角形、3 號正三角形與 4 號正三

角形、4號正三角形與 2號正三角形之間分別都要有多餘的空間，才能向上或向

下組成立體圖形(如圖箭頭所示)，如果其間空間皆填滿則無法排成立體圖形。 

     

         
可拼成正四面體 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

可拼成正八面體的組合單 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1
2

3

4

2 3
1

4
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可拼成正 20 面體的組合單位 

  

 

 

以「正方形」為例，由正方形所組成的正六面體中，任意一個正方形，其

與周圍緊鄰的四個正方形展開圖如圖所示。根據我們上述推論，在立體圖形中，

假設我們以圖中 1號正方形為底，1號正方形周圍緊鄰的四個正方形，也就是 2

號正方形、3 號正方形、4 號正方形，皆會同時向下或向上傾斜。而為了要讓 2

號正方形、3 號正方形、4 號正方形、5 號正方形有空間傾斜，所以在平面展開

圖中，2 號正方形與 3 號正三角形、3 號正方形與 4 號正方形、4 號正方形與 5

號正方形、5號正方形與 2號正方形之間分別都要有多餘的空間，才能向上或向

下組成立體圖形，如果其間空間皆填滿則無法排成立體圖形(如圖箭頭所示)。 

 

   

以「正五邊形」為例，由正五邊形所組成的正十二面體中，任意一個正五

邊形，其與周圍緊鄰的五個正五邊形展開圖如圖所示。根據我們上述推論，在立

體圖形中，假設我們以圖中 1號正五邊形為底，1號正五邊形周圍緊鄰的五個正

五邊形，也就是 2號正五邊形、3 號正五邊形、4 號正方五邊形、5 號正五邊形、

6 號正五邊形，皆會同時向下或向上傾斜。而為了要讓 2 號正五邊形、3 號正五

邊形、4 號正五邊形、5 號正五邊形、6 號正五邊形有空間傾斜，所以在平面展

開圖中，2 號正五邊形與 3 號正五邊形、3 號正五邊形與 4 號正五邊形、4 號正

五邊形與 5 號正五邊形、5 號正五邊形與 6 號正五邊形、6 號正五邊形與 2 號正

五邊形之間分別都要有多餘的空間，才能向上或向下組成立體圖形，如果其間空

間皆填滿則無法排成立體圖形(如圖箭頭所示)。 

 

1

2

3

4

5

2 3
1

4
5
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經由推論，我們得知正多邊形要組成正立方體，正多邊形其各邊必須皆緊

鄰正多邊形，而且正多邊形所緊鄰的正多邊形之間，必須要有空隙。 

最後，我們以「正六邊形」、「正七邊形」、「正八邊形」做驗證，根據圖，

我們可以清楚看到，「正六邊形」的展開圖中，雖然其任意一正六邊形各邊都緊

鄰著正六邊形，但是它們之間沒有空隙可以向上或向下折，所以只能排出平面

圖形，不可以組成立體圖形。而「正七邊形」、「正八邊形」，我們在排平面圖形

時，即可發現正七邊形的各邊並不能都緊鄰著正七邊形，正八邊形的各邊也不

能緊鄰著正八邊形，所以都不能組成立體圖形了。 

 

正三角形所拼成的 

正四面體 

正三角形所拼成的 

正八面體 

正三角形所拼成的 

正二十面體 

 

正方形所拼成的 

正六面體 

正五邊形所拼成的正十

二面體 

正六邊形無法拼成 

正立體圖形 

1

2

3

4
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正七邊形無法拼成 

正立體圖形 

 

正八邊形無法拼成 

正立體圖形 

 

                                

（二）當我們用正多邊形併合時，在一個點上可和三個、四個和五個正三

角形的頂點連接，原因為 60°×3＜360°、60°×4＜360°、60°×5＜360°，故當我們

想折成立體圖形（正多面體）時尚有多餘的角度摺疊。而這個即成為正多面體

的一個頂點。 

當在一個點連接 6個三角形時，此時已構成一個平面，只能折成有凹陷的立體

圖形，並不能折成我們所要的凸正多面體。所以根據推論可做以下說明： 

 

假設甲＝正多面體一頂點連接的正多邊形個數 

1.正三角形的一內角為 60°   

（1）若甲＝3時 

 60°×3＝180° 180°＜360° 先將 3個正三角形拼成一個平面， 

最後拼成正四面體。 

（2）若甲＝4時 

60°×4＝240°  240°＜360° 先將 4個正三角形拼成一個平面， 

最後拼成正八面體。 

（3）若甲＝5時 

60°×5＝300°   300°＜360°先將 5個正三角形拼成一個平面， 

最後拼成正二十面體。 

（4）若甲＝6時 

60°×6＝360° 360°＜360°所以，不能拼成正多面體。 

 

2.正方形內角為 90°   

（1）若甲＝3 

 90°×3＝270°  270°＜360°先將 3個正方形拼成一個平面， 

最後拼成正六面體。 

（2）若甲＝4 

 90°×4＝360° 360°＜360°所以，不能拼成正多面體。 
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3.正五邊形一內角為 108°   

（1）若甲＝3 

108°×3＝354° 354°＜360°先將 3個正五邊形拼成一個平面， 

最後拼成正十二面體。 

（2）若甲＝4 

108°×4＝432° 432°＜360°所以，不能拼成正多面體。 

 

4.正六邊形一內角為 120°   

若甲＝3 

       120°×3＝360° 360°＜360°所以，不能拼成正多面體。 

 

5.正七邊形一內角約 128.57° 

    若甲＝3 

       128.57°×3＝385.71°  385.71°＜360°所以，不能拼成正多面體。 

  

6.正八邊形一內角約 135° 

    若甲＝3 

       135°×3＝405°  405°＜360° 所以，不能拼成正多面體。 

 

九、結 論： 

實驗一    

 實驗 1－1 

（一）單一正多邊形可一層一層排成面的只有正三角形、正方形、正六邊形三種，

其餘的正多邊形不行。 

（二）單一正多邊形若要構成平面，需此正多邊形內角的度數為 360 的因數。 

    

實驗 1－2 
所以根據以上推論，我們如果想知道正多邊形一層一層往外擴展 n 層所需

的正多邊形個數計算方法如下： 

    正多邊形 

項目 
正三角形 正四邊形 正六邊形 

計算方式 【(3n2－3n) ÷2】＋1 【(4 n2－4n) ÷2】＋1 3 n2－3n＋1 

 

實驗二 

（一）單一正多邊形構成正多面體時，其一內角的 3倍必須小於 360° 

（二）故從此實驗可以得到一個結論    
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假設有一個自然數甲，且甲≧3 

使某一正多邊形之內角×甲＜360° 

則此正多邊形可以拼成正多面體。 

      （三）正多面體只有五個：正四面體、正六面體、正八面體、正十二面體、 

正二十面體。  

                

十、推廣與應用： 

做完了這次實驗，我們知道可以選正三角形、正方形、正六邊形的圖形鋪地板或是

人行道的磁磚。若我想要有一層一層不同顏色的圖案，也可輕易的運用實驗所得準

備所需的各色磁磚個數。 

實驗二除了可運用正多面體製作燈籠、美術燈和建築用品， 自然的奧妙真是無限而

充滿變化。我們在這個實驗中發現：原來蜂巢多為六邊形組合而成、自然乾化所成

的泥裂也大致成六邊形、烏龜殼的形狀、、、等等，而為何自然界會有那麼多自然

形成的的六邊形呢？ 
此外，鋪地板的活動，如果搭配對稱圖案來組合，會不會有更多令人意想不到的規

律呢？也許這是下一次我們研究的方向，在圖型的世界裡，拼湊出更多特別的圖案。 

十一、參考資料： 

 

（一）蒼弘萃編，康軒文教事業國小數學第 11 冊，第 2版，p.32-36，2005. 

（二）釣  浩康作， 簡瑞宏譯 ， 與愛麗絲同遊奇妙的數學世界，第 1版， 

p.61－p.85，2003. 

（三）葛登能著  葉偉文譯  迷宮、黃金比、索馬立方體，第 1版，p.8－p.21 

，2003 . 



080410「角」盡腦汁 

本作品研究過程除了角度分析外，尚採實作方式進行，團隊

合作精神可嘉，細心觀查，且大部份分析條理清楚，唯部份

關係式的來籠去脈敘說欠清楚，書面資料部份錯誤。本主題

內容已為多人討論過，創意稍嫌不足。 
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