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神奇的傑克 

摘要 

如果將正方形的頂點比擬成它的「手」，兩對角線的交點當成它的「心」，則兩個正方形

頂點間、中心點間、或頂點與中心點間的線段相連（或重合），就如同「手」或「心」彼此相

連。 

我們將四個正方形的某種特殊組合，稱為「傑克結構」(Jack Structure)，它是本研究的圖

形主體架構。本文主要探討當傑克「四心相連」，「心手相連」，和「手手相連」，不同連接情

況下所連出的四線段，向外作正方形時，連接這些正方形之中心點而成的四邊形，甚至再以

此四邊形的四個邊為邊分別向外作正方形，並將四個心相連，這樣一層一層的的不斷擴展下

去，推導所連成的每一層四邊形與基準正方形（Reference Square）之間的面積關係，並試圖

發現不同連接情況下，同一層四邊形間的面積關係。 
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神奇的傑克 

壹、研究動機： 

有一次上資優班充實課程的時候，老師提出數學競賽試題中一道有關正方形的問題與同

學討論解法，甚至老師還改變問題條件，讓同學嘗試算出答案。由於這次的解題與命題經驗，

讓我們得到研究靈感，並確立這個研究主題。 

貳、研究目的： 

正方形的頂點就好比是它的「手」，兩對角線的交點（即旋轉中心）又似它的「心」，而

兩個正方形頂點間或旋轉中心間的線段相連（或重合），也如同「手」或「心」彼此相連。我

們將如下圖(一)四個斜線正方形的特殊組合，稱為「傑克結構」(Jack Structure)，它是我們研究

圖形的主要架構，而正方形 STUV（T 、V 分別是兩正方形的中心點），我們稱之為基準正方

形（Reference Square）。 

本文主要探討當傑克「四心相連」，「心手相連」，和「手手相連」，不同連接情況下所連

出的四線段，向外作正方形時，連接這些正方形之中心點而成的四邊形，甚至再以此四邊形

的四個邊為邊分別向外作正方形，並將四個心相連，這樣一層一層的的不斷擴展下去，推導

所連成的每一層四邊形與基準正方形（Reference Square）之間的面積關係，並試圖發現不同

連接情況下，同一層四邊形間的面積關係。 

 

 

 

 

 

 

 

 

參、預備知識： 

【知識 A】如以下三個圖形，四邊形 ABDE 和 ACFG 皆為正方形，試證： (1) BGEC = ； 

(2) BGEC ⊥ 。 
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【證明】 

(1) ABAE =Θ ， AGAC = ， BAGEAC ∠=∠     BAGEAC Δ≅Δ∴   故得證： BGEC = 。 
(2)由 BAGEAC Δ≅Δ  ACEAGB ∠=∠⇒   

又 21 ∠=∠   °=∠=∠∴ 90GACGHC    

故得證： BGEC ⊥ 。 

【知識 B】如右圖，以 ABCΔ 的兩邊 AB 、 AC 為一

邊 各 向 外 作 正 方 形 ABDE 和 正 方 形

ACFG。試證： AEGΔ 面積 ABCΔ= 面積。 

【證明】 

(1)令 xAE = ， yAC = ， α=∠BAC （
2
πα ≤ ），則 απ −=∠EAG 。 

(2) ABCΔ 面積 =−== )sin(
2
1sin

2
1 απα xyxy AEGΔ 面積 

故得證： AEGΔ 面積 ABCΔ= 面積。 

【另證】如下圖 

(1)在 AE 的延長線上取點 H ，使得 AEAH = ，連 HG 。 

(2) °=∠+∠=∠+∠ 903231Θ  21 ∠=∠∴ 。 

(3)由 21 ∠=∠ ， AHAEAB == ， AGAC =  

⇒ AHGABC Δ≅Δ  

（以上如同以 A 為中心，將 ABCΔ 逆轉 °90 成 

AHGΔ 。） 

(4) GAΘ 為 GEHΔ 在 EH 邊上的中線   

∴ AEGΔ 面積= AHGΔ 面積 

故得證： AEGΔ 面積 ABCΔ= 面積。 

【知識 C】如下頁左圖， ABCD 為一正方形，而且 XYBX ⊥ ， XYDY ⊥ ，若 XYDHBF //// ，

BXECAG //// ，則 BCECDHDAGABF Δ≅Δ≅Δ≅Δ DCYCBX Δ≅Δ≅ 。 

【知識 D】如下頁右圖，將一個正方形 ABCD 的頂點 A 置於另一個正方形 EFGH 的兩對角線

的交點上，若正方形 EFGH 的邊長為 a， 則兩正方形斜線重疊處的面積為 2

4
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肆、研究過程： 

(一)、從學習經驗尋找靈感，再發展新命題： 

【問題 1】如下左圖，四邊形 ABCD、 AEFG 、BGHM 、DNQR、 ARST 均為正方形，且 H 、

M 、C 、 N 、Q 五點共線， NQHM < ，若 3=AB ，求：(1) AETΔ 的面積；(2)正方形 AEFG
與 ARST 的面積和。(3)正方形 ABCD 、 AEFG 、 BGHM 、 DNQR 、 ARST 的面積和。（改寫

自數學競賽試題） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【解答】如上右圖 

(1)分別延長GB 、 RD ，使 CMBX = ， DRDV = 。 

作 BXAV ⊥ ， DVCX ⊥ ，垂足分別為W ，U ，連GR 交CU 於點 P 。 

CNDBMC Δ≅ΔΘ   CNBM =∴ ， DNCM = 。 

GXUR //Θ ， GXUR =   ∴ GXPRUP Δ≅Δ  

AGRΔ⇒ 的面積=多邊形 AGXUR 的面積（如上圖中的斜線區域） 

又 AGBΔ 面積= BMCΔ 面積= BXCΔ 面積， ADRΔ 面積= DNCΔ 面積= CUDΔ 面積 

故 AETΔ 面積 AGRΔ= 面積 932 === 面積正方形ABCD 。 

(2)令 aBM = ， bCM =  
22222

4)2( babaAG +=+=∴ ， 22222
4)2( ababAR +=+=  

⇒正方形 AEFG 與 ARST 的面積和 )(555 2222 baba +×=+=  

45535 2 =×== 倍面積的正方形ABCD  
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(3)五個正方形 ABCD 、 AEFG 、 BGHM 、 DNQR 、 ARST 的面積和為 639945 =++ 。 

【問題 2】如下圖， 1A 、 2A 、 3A 、 4A 皆為正方形（也當成其面積），其中 1A 與 4A 各有一邊

重疊在直線 L 上， 2A 與 3A 各有一個頂點落在直線 L 上。圖中除正方形 1A ， 2A ， 3A ， 4A 以

外，還有另十個正方形，假設這十個正方形面積和為 S ，正方形 1A 、 2A 、 3A 、 4A 面積和為

0S ，試求 S 與 0S 的關係式。 

 

 

 

 

 

 

【解答】 

我們先作一些與直線 L 互相平行或垂直的線段（如上左圖的虛線部分），並將有一邊重疊

於直線 L 上的正方形邊長以代數表示（如圖中的 a 、b 、 c ），可依序推知一些直角三角形的

兩股長，並表示出所有正方形的面積（如上右圖）。 

)24()4( 22222 cacabbaS +−+++=∴ ++++++ 22222 )4( bccbc
22222 )2( aabacca +++++ 222 888 cba ++=  

而 222222
0 )()( ccbbaaS +++++= 222 222 cba ++=   故推得： 04SS = 。 

【推論】較前一問題的圖再多一個正方形（指的是「恰有一頂點落在直線 L 上的正方形」，如

下圖）。 
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)4()24()24()4( 2222222222 cdbbddcaaccbbaS +++−+++−+++=∴ 2d+  

+++ 22 cd +++ )2( 22 bddb )2( 22 acca ++ 222 aab +++ 2222 8888 dcba +++=  

而 22222222
0 )()()( ddccbbaaS +++++++= 2222 2222 dcba +++=    故推得： 04SS = 。 

【引理 1】 ABCD 、 FRSH 、CEFG 、 DGHQ 皆為正方形，試證：正方形 ABCD 與 FRSH 的

面積和=正方形CEFG 與 DGHQ 面積和的 2 倍。 

【證明】 

(1)顯然當 FHCD = 時，本引理成立。 

以下假設 FHCD < ，則不失一般性。 

(2)以G 為旋轉中心，將 GCDΔ 與正方形 ABCD  

順轉 °90 成 DCG ′′Δ 正方形 DCBA ′′′′ 。 

(3) CGGF ′=Θ ， GHDGGD =′= ， 

°=′∠+∠ 180GHCFGH  

HG∴ 為 CHF ′Δ 的一中線。 

(4)作 CFHK ′⊥ ，垂足為 K  
2

CD
222

)( KHGKCGHC +−′=′=  
22

2 GHGKCGCG +×′−′= ……○1  

=
2

FH
22)( KHGKFG ++

222
2 KHGKGKGFFG ++×+=  

22
2 GHGKCGFG +×′+= ……○2  

(5)由○1 +○2 ⇒
2222

22 GHFGFHCD +=+  

故得證：正方形 ABCD 與 FRSH 的面積和=正方形CEFG 與 DGHQ 的面積和 2 倍。 

【另證】 

D

C

B

A

G
HF

E

Q

SR

C′

B′

A′K

)(D′

L
2b

2a

22)2( ba +

2a

22 )()2( acb −+
22)2( cd +

2)( ca + 2d
2c

22 ba +
22 cb +

2)( db +

2d2d

22 )()2( bdc −+

22 dc +

2a



 7

(1)令 xCG = ， yGD = ， α=∠CGD （
2
πα ≤ ），則 απ −=∠FGH 。 

(2)由餘弦定理⇒ αcos2222
xyyxCD −+= ， )cos(2222

απ −−+= xyyxFH  

  ∴ =+
22

FHCD +−+ αcos222 xyyx )cos(222 απ −−+ xyyx  

  +−+= αcos222 xyyx )(2cos2 2222 yxxyyx +=++ α  

故得證：正方形 ABCD 與 FRSH 的面積和=正方形CEFG 與 DGHQ 的面積和 2 倍。 

依據以上的引理，可推得下圖中的正方形面積有以下的關係： 

2)( 2111 ×+=+ AACB ， 2)( 3222 ×+=+ AACB ， 2)( 4333 ×+=+ AACB ， 

2)( 5444 ×+=+ AACB  54321

4

1
24442)( AAAAACB

i
ii ++++=+⇒∑

=
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∴若在 1A 與 5A 兩個正方形的邊再各添加兩個正方形（如下圖之 0B 、 0C 、 5B 、 5C ），則可推

得各正方形間的面積有以下關係： 

∑∑
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我們依序作出 0B 、 0C ； 5B 、 5C ； 1B 、 2B ； 3B 、 4B ； 1C 、 2C ； 3C 、 4C 兩個相鄰正

方形的中心點連線段，並以這六條線段為邊向外作六個正方形，這些新作正方形與前述正方

形的重疊面積和（如上頁圖示）會等於 1A 、 2A 、 3A 、 4A 、 5A 的面積和。 

【 百足之蟲，死而不僵 】 

 

 

 

 

 

 

 

 

若 1A 、 2A 、…、 nA ； 0B 、 1B 、 2B 、…、 nB ； 0C 、 1C 、 2C 、…、 nB 皆表正方形（面

積）⇒ ∑∑
=

+

=
−− ×=+

n

j
j

n

i
ii ACB

1

1

1
11 4)(  

(二)、確立主體架構，向外探求生機： 

【引理 2】 P 、 R 分別為正方形 ABCD 、 DEFG 的中心點，Q 為CE 的中點，試證： PQRΔ 為

等腰直角三角形。 

【證明】 

(1)連 AE 、CG 、 AC 、 EG 。 

(2)Θ ABCD 、 DEFG 為正方形  ∴ AE 與CG 互相垂直， CGAE = 。 

(3) PΘ ，Q 分別為 AC 與CE 中點 AEPQ
2
1

=∴ ， AEPQ // 。 

同理可證： CGQR
2
1

= ， CGRQ // 。 

(4)由(2)和(3)⇒ QRPQ ⊥ ， QRPQ = ，故得證： PQRΔ 為等腰直角三角形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

【引理 3】P 、Q 分別為正方形 ABCD 、 DEFG 的中心點， M 、 N 分別為 AG 、CE 的中點，
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試證： MPNQ 為正方形。 

【證明】由引理 2 可推知 PNQΔ 與 PMQΔ 皆為等腰直角三角形，故得證： MPNQ 為正方形。 

【定理 1】 ABCD 、CEQP 、 DEFG 、 AGNM 皆為正方形，T 、 R 、V 、 H 分別是各個正方

形的中心點，S 、U 分別是 AG、CE 的中點，試證：( I ) DRHD = ；(II) HR 與TV 互相垂直；

(III) 四邊形 HTRV 的面積= (正方形 STUV 面積) 2× 。（如下圖，我們將四個斜線正方形的特殊

組合，稱為「傑克結構」（Jack Structure），此圖是下段研究圖形的主架構，而正方形 STUV 稱

為「基準正方形」（Reference Square）。） 

【證明】如下圖 

( I ) 

(1)連 AC 、 AN 、GE 。 

(2)以 D 點為旋轉中心，將 ADGΔ 、正方形 AGNM 、 AN 與 DH 分別順轉 °90  而成 DEA′Δ 、正

方形 MNEA ′′′ 、 NA ′′ 與 HD ′  ⇒ DCDAAD ==′ ， °=′∠+∠ 180AADCDA 。 

(3)由引理 2 HDDR ′=⇒ ， DR ⊥ HD ′  

  又 HDDH ′= °=°+°=′∠+′∠⇒ 1809090DRHHHD  

(4)故得證： DRHD = ， H 、 D 、 R 三點共線。 

(II) 

(1)連 AV 、 NV ′、 NC ′。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2)在 AVGΔ 與 VEN ′ 中 Θ NEAG ′//  ∴ EVNAGV ′∠=∠    又 NEAG ′= ， EVGV =  

VENAVG ′Δ≅Δ∴ NVAV ′=⇒ ，且 A 、V 、 N ′三點共線。 
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(3)Θ NVAV ′= ， TCAT =   NCTV ′∴ // ， NCTV ′=
2
1

 

Θ DCDA =′ ， NHHA ′′=′′  NCHD ′′∴ // ， NCHD ′=′
2
1

 

⇒ HDTV ′// ， DHHDTV =′=  

(4)Θ HR ⊥ HD ′  故得證： HR 與TV 互相垂直。 

(III) 

(1) HTRV 的面積= TVDHTVDHTVHR ×=××=×× 2
2
1

2
1

 

(2)Θ TVDH =  ∴ HTRV 的面積
22

2 STTV ×==  

故得證：四邊形 HTRV 的面積= (正方形 STUV 面積) 2× 。 

(三)、掌握根本、用「心」追求，終於發現「無盡」之美： 

【引理 4】四邊形 ABCD 中， BDAC ⊥ ， aAC = ， bBD = ，若分別以 AB 、 BC 、CD 、 AD

為邊，向外作四個正方形，且 E、F、G、H 分別為四個正方形的中心點，試證：( I ) FHEG ⊥ ， 

FHEG =   (II) EFGH 的面積 ABCD= 面積的
ab
ba

2
)( 2+

倍。 

【證明】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( I ) 

(1)分別以 AB、BC、CD、AD 為一條對角線，作正方形 EAEB ′、 FBFC ′、 GCGD ′、 HDHA ′。 

(2)Θ EAEB ′、 HAHD ′為正方形  ∴ 1:2:: =′= HAADAEAB  

且 HDAHBABAD ′∠+′∠=∠ °+′∠= 45HBA HEAEABHBA ′∠=∠+′∠=  

  EHAADB ′ΔΔ⇒ ~ 2×′=⇒ HEBD ， ADBEHA ∠=′∠  

  同理可證： GHDDAC ′ΔΔ ~ ， 2×′= GHAC ， DACGHD ∠=′∠  

  °=°+∠+∠=′∠+′∠+′∠⇒ 18090DACADBDHAGHDEHA  

( ) ( )baACBDHGHEEG +=+=′+′=∴
2

1
2

1
 

A

B

C

D

E

G
F

H
A

B

C

D

E

G
F

H

E′

G′F ′

H ′



 11

D

C

B

A

F

E

G

H

N

M

I

J

2O
1O

3O

4O

P

(3)同理可證： ( )baFH +=
2

1
 

(4) EAEB ′Θ 、 HAHD ′為正方形 FHEGHEHE ⊥⇒′⊥′∴  

故得證： FHEG ⊥ ， ( )baFHEG +==
2

1
。 

(II) 

由 EFGH 的面積 ×=
2
1 ( )ba +

2
1 ( ) ( )2

4
1

2
1 baba +=+× ，又 ABCD 面積 ab

2
1

=    

故可推得： EFGH 的面積 ABCD= 面積的

ab
ba

2
)( 2+

倍。 

【 引 理 5 】 四 邊 形 ADEJ 中 ， DJAE = ，

DJAE ⊥ （垂足為 P ），且 ABCD 、 DEFG 、

EHIJ 、 AJMN 皆為正方形， 1O 、 2O 、 3O 、

4O 分別是每個正方形的中心點，試證：

4231 OOOO = ， 4231 OOOO ⊥ ， 四 邊 形

4321 OOOO 的面積= (四邊形 ADEJ 面積) 2× 。 

 

 

【證明】 

令 aDJAE ==  

由引理 4 知： 4231 OOOO = ， 4231 OOOO ⊥ ，

4321 OOOO 的面積 ADEJ= 面積的
2

2

2
)(

a
aa +

倍。 

故得證：四邊形 4321 OOOO 的面積= (四邊形 ADEJ 面積) 2× 。 

【定理 2】如下頁圖，四邊形 ABCD、CEQP、DEFG、 AGNM 皆為正方形，T 、R 、V 、H

四點分別是每一個正方形的中心點， S 、U 分別是 AG 、CE 的中點；四邊形THIJ 、TRLK 、

VRWX 、 HVYZ 皆為正方形， 1O 、 2O 、 3O 、 4O 分別是每個正方形的中心點，試證：

4231 OOOO = ， 4231 OOOO ⊥ ，且四邊形 4321 OOOO 的面積= (正方形 STUV 面積)
2
9

× 。 

【證明】 

(1)由定理 1 可知：四邊形 HTRV 面積 STUV正方形= 面積的 2 倍。 

(2)連 HR 、TV ，則 TVHR 2= （令 rTV = ， rHR 2= ）， TVHR ⊥ 。 

(3)由引理 4 知： 4231 OOOO = ， 4231 OOOO ⊥ ，四邊形 4321 OOOO 面積 = HTRV 面積的
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rr
rr
⋅⋅

+
22

)2( 2
倍⇒ 4321 OOOO 面積= HTRV 面積的

4
9

倍 

∴四邊形 4321 OOOO 面積 STUV正方形= 面積的 2
4
9
× 倍 

故得證：四邊形 4321 OOOO 的面積= (正方形 STUV 面積)
2
9

× 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【引理 6】 ABCD 、CEQP 、 DEFG 、 AGNM 皆為正方形，T 、 R 、V 、 H 分別是各個正方

形的中心點，S 、U 分別是 AG 、CE 的中點，試證：( I ) BFHR = ，HR 與 BF 互相垂直；(II) 

四邊形 HBRF 的面積= (正方形 STUV 面積) 4× 。 

【證明】 

( I ) 

(1)作正方形 AHGK ，由定理 1 可知： DRHD = ， TVHR 2= 。 

(2)由正方形 AHGK 與正方形 ABCD 共頂點於 A ⇒ HDBK = ， HDBK ⊥ ； 
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由正方形 AHGK 與正方形 DEFG 共頂點於G ⇒ HDFK = ， HDFK ⊥  

  ∴ B 、 K 、 F 三點共線⇒ HRHDBF == 2 ， HR 與 BF 互相垂直。 

(II) 

四邊形 HBRF 的面積
2

222
2
1

2
1 TVTVTVHRBF =××=××= = (正方形 STUV 面積) 4× 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【 定 理 3 】 四 邊 形 ABCD 、

CEQP 、 DEFG 、 AGNM 皆為

正方形，T 、R 、V 、 H 分別是

每個正方形的中心點，S 、U 分

別是 AG 、 CE 的中點；四邊形

BHIJ 、BRLK 、FRWX 、HFYZ

皆為正方形， 1O 、 2O 、 3O 、 4O

分別是每個正方形的中心點，試

證：四邊形 4321 OOOO 的面積

= (正方形 STUV 面積) 8× 。 

 

【證明】 

(1)由引理 6 可知：四邊形 HBRF 面積 STUV正方形= 面積的 4 倍。 

(2)由引理 5 可知：四邊形 4321 OOOO 面積= HBRF 面積的 2 倍 

∴四邊形 4321 OOOO 的面積= (正方形 STUV 面積) 8× 。 
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【引理 7】如下圖，四邊形 ABCD、CEQP、DEFG、AGNM 皆為正方形， T、V 分別是 ABCD

與 DEFG 的中心點， S 、U 分別是 AG 、CE 的中點。若分別以 BM 、 BP 、 FQ 、 FN 為邊向

外作四個正方形， 1O 、 2O 、 3O 、 4O 分別是這四個正方形的中心點，且TV 分別交 21OO 、 43OO

於 H 、 R ； SU 分別交 41OO 、 32OO 於 I 、 J ，試證：( I ) TVHR 3= ， SUIJ 2= ， H 、 R 、

I、J 分別是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點；(II)四邊形 4321 OOOO 的面積= (正方形 STUV

面積) 12× 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】如下頁圖 

( I ) 

(1)連 1VO 、 2VO 、 3TO 、 4TO 、 AC 、 EG ，由定理 1⇒ 1AOVA = ， 2COVC = ， 3EOTE = ，

4GOTG = 21// OOAC⇒ ， 43// OOEG 。 

  THVT =⇒ ， VRTV = TVVRTVTHHR 3=++=⇒   又 TCAT =  21 HOHO =∴    

同理可證： 43 RORO = 。 

(2)分別取 41OO 、 32OO 的中點 X 與Y ，連 AX 、GX 、OA 、OG 、 1TO 。 

(3)Θ 1AOVA = ， OTVO =  TOOA 1//∴ ， TOOA 12
1

=  

  又 GTGO =4 ， 14 XOXO =  TOGX 1//∴ ， TOGX 12
1

=  

  ⇒ GXOA // ， GXOA = ⇒四邊形GXAO 為平行四邊形⇒ OX 通過 AG 的中點 S  
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  又OS 交 41OO 於 I  ∴點 X 與 I 重合⇒ I 為 41OO 的中點。 

  同理可證：點Y 與 J 重合⇒ J 為 32OO 的中點。 

(4)Θ GXAO 為平行四邊形 SOIS =∴ SUIO =⇒  

  同理可證： UOJU = SUJO =⇒  SUJOIOIJ 2=+=∴  

(5)由以上(1)~(4)得證： TVHR 3= ， SUIJ 2= ， H 、R、 I 、J 分別是 21OO 、 43OO 、 41OO 、

32OO 的中點。 

(II)Θ H 、 R 、 I 、 J 分別是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點， HRIJ ⊥     

∴四邊形 4321 OOOO 的面積= ==×=×
2

632 TVTVSUHRIJ (正方形 STUV 面積) 12× 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【引理 8】四邊形 ABCD 中， P 、Q 、 R 、 S 分別是 AB 、 BC 、CD 、 AD 的中點， aPR = ，

bSQ = ，且 SQPR ⊥ （垂足為 M ）。若分別以 AB 、 BC 、CD 、 AD 為邊，向外作四個正方

形，且 E 、 F 、G 、 H 分別為四個正方形的中心點，試證：( I ) FHEG = ， FHEG ⊥ ； (II) 

四邊形 EFGH 的面積=四邊形 ABCD 面積的
ab
ba

2
)( 2+

倍。 
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【證明】 

( I ) 

(1)分別以 AB、BC、CD、AD 為一條對角線，作正方形 EAEB ′、 FBFC ′、 GCGD ′、 HDHA ′。 

(2)連 HE ′、 EH ′。 

(3)Θ P 、Q 、 R 、 S 分別是 AB 、 BC 、CD 、 AD 的中點 

∴ SPQR 為平行四邊形 ⇒ MQSM = ， RMPM =  

又 SQPR ⊥   ∴ SPQR 為菱形 PQRQSRSP ===⇒ 。 

(4)Θ EAEB ′、 HAHD ′為正方形 HEAHAE ′Δ≅′Δ∴ HEHE ′=′⇒  

Θ 1:2:: =′= ASHAAPAE ，且

PASHPAASHHPAHPAEAPHEA ∠=′∠+′∠=′∠+°=′∠+∠=′∠ 45  

  APSHAE Δ′Δ⇒ ~  2×=′⇒ PSHE   ∴ HEHE ′=′ 2×= PS  

同理可證： HGGH ′=′ 2×= SR ， GFFG ′=′ 2×= RQ ， FEEF ′=′ 2×= PQ  

⇒ =′=′ HEHE =′=′ HGGH =′=′ GFFG FEEF ′=′  

即四邊形 GFEH ′′ 與 FGHE ′′ 皆為菱形。 

(5) FEFE ′⊥′Θ ， GHFE ′′ //  GHFE ′⊥′∴      又 HEEH ′⊥′  GHEHEF ′′∠=′′∠⇒  

⇒ GFEH ′′ 與 FGHE ′′ 為全等形 HFEG =⇒  

  Θ HEEH ′⊥′  又 EFHHGE ′∠=′∠  FHEG ⊥∴  
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(II) 

(1) APSHAE Δ′Δ ~Θ  ASPEHA ∠=′∠∴  

又 DSRGHD Δ′Δ ~  DSRGHD ∠=′∠∴  

PSRGHDDHAEHAPSRGHE ∠+′∠+′∠+′∠=∠+′∠⇒ )(  

)(9090 PSRDSRASPPSRDSRASP ∠+∠+∠+°=∠+∠+°+∠= °=°+°= 27018090  

∴ °=∠+′′∠ 90SPQHEF  

(2)令 θ=∠SPM ， cSP = ，則 θπ
−=′∠

4
EGF ， cSPFE 22 =⋅=′  

  ⇒ ( )θθθπ sincos
2
2222)

4
cos( +⋅=⋅−⋅′= cFEEG ba

c
b

c
ac +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

22
2  

(3)∴ EFGH 的面積 ( )2
2
1 ba += ， ABCD 面積 ab=  

  四邊形 EFGH 的面積=四邊形 ABCD 面積的
ab
ba

2
)( 2+

倍。 

【定理 4】四邊形 ABCD、CEQP、DEFG、AGNM 皆為正方形， T、V 分別是 ABCD 與 DEFG

的中心點， S 、U 分別是 AG 、CE 的中點。若分別以 BM 、 BP 、 FQ 、 FN 為邊向外作四個

正方形， 1O 、 2O 、 3O 、 4O 分別是這四個正方形的中心點，若分別以 21OO 、 32OO 、 43OO 、

14OO 為邊向外作四個正方形， 5O 、 6O 、 7O 、 8O 分別是這些正方形的中心點，而 H 、 J 、

CB

A

E

G

F

H

E′

G′

F ′

H ′

D

P

Q

S

M
R



 18

R 、 I 分別為 21OO 、 32OO 、 43OO 、 14OO 的中點，試證：四邊形 8765 OOOO 的面積= (正方

形 STUV 面積) 25× 。 

【證明】 

(1)由引理 7 可知：四邊形 4321 OOOO 面積 STUV正方形= 面積的 12 倍。 

(2)連 IJ 、 HR ，則 TVHR 3= ， TVIJ 2= （令 rTV = ， rHR 3= ， rIJ 2= ）， TVHR ⊥ 。 

(3)由引理 8 可知： 8765 OOOO 面積= 4321 OOOO 面積的
rr

rr
232
)23( 2

⋅⋅
+

倍 

⇒  8765 OOOO 面積= 4321 OOOO 面積的
12
25

倍 

∴四邊形 8765 OOOO 面積 STUV正方形= 面積的 12
12
25

× 倍 

故得證：四邊形 8765 OOOO 的面積= (正方形 STUV 面積) 25× 。 
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【引理 9】如下圖，四邊形 ABCD、CEQP、DEFG、AGNM 皆為正方形，T、V 分別是 ABCD

與 DEFG 的中心點， S 、U 分別是 AG 、CE 的中點。若分別以 MT 、TP 、QV 、VN 為邊向

外作四個正方形， 1O 、 2O 、 3O 、 4O 分別是這四個正方形的中心點， H 、 R 、 I 、 J 分別是

21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，試證：(I) SUIJ ×= 5.1 ， TVHR ×= 5.2 ；(II)四邊形

4321 OOOO 的面積= (正方形 STUV 面積) 5.7× 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

(I) 

(1) 分別取 NG、GF 、DG 的中點 1M 、 2M 、 3M ，並連 41OM 、 3NM 、 2AM 、 WM 2 、 1XM 。 

(2) 作正方形 TOMO 11 ′ ，連 1ON ′ 、 DO1′ 、 DT 、 2SM 、 2VM 、 3VM 。 

(3) ⇒Δ≅Δ 23 AGMNGMΘ 32 NMAM = ， 32 NMAM ⊥ ； 

⇒Δ≅Δ 23 WVMNVMΘ 32 NMWM = ， 32 NMWM ⊥  

WMAM 22 =⇒  ，又 SGAS =   GWSM //2∴ ， GWSM ×=
2
1

2 。 

(4) GWOM //41Θ ， GWOM ×=
2
1

41  412 // OMSM∴ ， 412 OMSM = 。 

(5) ⇒Δ≅Δ 231 SGMGMM 231 SMMM = ， 231 SMMM ⊥ 。 

(6) 由(4)與(5)⇒ 3141 MMOM = ， 3141 MMOM ⊥ 。 

(7) Θ ⇒′Δ≅Δ NOMAMO 11 NOAO 11 ′= ， NOAO 11 ′⊥  

Θ ⇒′Δ≅Δ TDOTAO 11 DOAO 11 ′= ， DOAO 11 ′⊥  

DOON 11 ′=′∴ ，且 N 、 1O′、 D 三點共線。 

(8) 又 1M 、 3M 分別為 NG 、 DG 的中點    ∴ 131 // ONMM ′ ， 131 ONMM ′= 。 
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(9) 由(6)、(7)與(8)⇒ 141 ONOM ′⊥ ， 141 ONOM ′=  ⇒ AOOM 141 = ， AOOM 141 // 。 

(10) ASXM =1Θ ， ASXM //1 ； AOOM 141 = ， AOOM 141 //  

⇒Δ≅Δ∴ XMOASO 141 SOXO 14 = ， SOXO 14 // 。 

(11) 連 XO1 、 SO4  41SOXO∴ 為平行四邊形 XS⇒ 通過 I 點。 

(12) 同理可證得：UY 通過 J 點。 

(13) XYSU //Θ  SUSUSUXYSUIJ ×=+=+=∴ 5.1)2(
2
1)(

2
1

。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(14) FMGM 22 =Θ 、 WMAM 22 =    AGWF∴ 為平行四邊形 AFGW =⇒ 。 

(15) AOOMGW 141 22 ==Θ ， AOGW 1//   1O∴ 、 A 、 F 三點共線，且 AOFA 12= 。 

(16) 連 FC 、 2CO ，則同理可證得： 22COFC = 。 

(17) 由(15)與(16) ⇒ 2121 //1:2:: OOACCOFCAOFA ⇒==  

1:2: =⇒ THFT   又 TCAT =   FT∴ 通過 21OO 的中點 H  

(18) 分別取VD 、TD 的中點 4M 、 5M THFTVMFV :1:2: 4 ==⇒  

TVHM ×=∴
2
3

4 ， TVHM //4  同理： TVRM ×=
2
3

5 ， TVRM //5  

(19) Θ TVMM ×=
2
1

54 ， TVMM //54  
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TVHR //∴ ，且 TVTVTVTVMMRMHMHR ×=−+=−+= 5.2
2
1

2
3

2
3

5454 。 

(II) 

Θ TVHR //  ∴ IJHR ⊥  

⇒四邊形 4321 OOOO 面積 )5.1()5.2( SUTVIJHR ×××=×=  

=×=
2

4
15 TV (正方形 STUV 面積) 5.7× 。 

【定理 5】四邊形 ABCD、CEQP、DEFG、AGNM 皆為正方形， T、V 分別是 ABCD 與 DEFG

的中心點， S 、U 分別是 AG 、CE 的中點。若分別以 MT 、TP 、QV 、VN 為邊向外作四個

正方形， 1O 、 2O 、 3O 、 4O 分別是這四個正方形的中心點，若分別以 21OO 、 32OO 、 43OO 、

14OO 為邊向外作四個正方形， 5O 、 6O 、 7O 、 8O 分別是這些正方形的中心點，而 H 、 J 、

R 、 I 分別為 21OO 、 32OO 、 43OO 、 14OO 的中點，試證：四邊形 8765 OOOO 的面積= (正方

形 STUV 面積) 16× 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

(1)由引理 9 可知：四邊形 4321 OOOO 面積 STUV正方形= 面積的 7.5 倍。 

(2)連 IJ 、HR，則 TVHR ×= 5.2 ， TVIJ ×= 5.1 （令 rTV = ， rHR 5.3= ， rIJ 5.1= ）， IJHR ⊥ 。 
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(3)由引理 8 知： 8765 OOOO 面積= 4321 OOOO 面積的
)5.1()5.2(2

)5.15.2( 2

rr
rr

⋅⋅
+

倍 

⇒  8765 OOOO 面積= 4321 OOOO 面積的
15
32

倍 

∴四邊形 8765 OOOO 面積 STUV正方形= 面積的
2

15
15
32

× 倍 

故得證：四邊形 8765 OOOO 的面積= (正方形 STUV 面積) 16× 。 

伍、研究結論： 

【 「以管窺天，以蠡測海」之(一) 】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

若 H 、T 、R、V ； 1O 、 2O 、 3O 、 4O ； 5O 、 6O 、 7O 、 8O ； 9O 、 10O 、 11O 、 12O ；……；

34 −nO 、 24 −nO 、 14 −nO 、 nO4 ；……皆各表上圖中正方形的中心點，四邊形 STUV 為正方形，

且令 STUV 的面積為 1，四邊形 nnnn OOOO 4142434 −−− 面積 nΓ= ，則： 
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(1) =Γ1 四邊形 4321 OOOO 的面積=
2
9

2
91 =× （第 1 層）； 

(2) =Γ2 四邊形 8765 OOOO 面積= 92
2
9

=× （第 2 層）； 

(3) =Γ3 四邊形 1211109 OOOO 面積= 1829 =× （第 3 層）； 

………………………………………………………………… 

( n ) =Γn 四邊形 nnnn OOOO 4142434 −−− 面積= 229 −× n （第 n 層）； 

………………………………………………………………… 

【說明】綜合定理 1、引理 5、定理 2，即可證得。 

【 「以管窺天，以蠡測海」之(二) 】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

若 H 、T 、 R 、V ； 1O 、 2O 、 3O 、 4O ； 5O 、 6O 、 7O 、 8O ；……； 34 −nO 、 24 −nO 、

14 −nO 、 nO4 ；……皆各表上圖中正方形的中心點，四邊形 STUV 為正方形，且令 STUV 的面

積為 1，則： 
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(1)四邊形 4321 OOOO 的面積= 441 =× （第 1 層）； 

(2)四邊形 8765 OOOO 面積= 824 =× （第 2 層）； 

(3)四邊形 1211109 OOOO 面積= 1628 =× （第 3 層）； 

……………………………………………………………… 

( n )四邊形 nnnn OOOO 4142434 −−− 面積= 12 +n （第 n 層）； 

……………………………………………………………… 

【說明】綜合引理 6、定理 3 與引理 5，即可證得。 

【 「以管窺天，以蠡測海」之(三) 】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

若 H 、T 、R、V ； 1O 、 2O 、 3O 、 4O ； 5O 、 6O 、 7O 、 8O ； 9O 、 10O 、 11O 、 12O ；……；

34 −nO 、 24 −nO 、 14 −nO 、 nO4 ；……皆各表上頁圖中正方形的中心點，四邊形 STUV 為正方形，
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且令 STUV 的面積為 1，四邊形 nnnn OOOO 4142434 −−− 面積 nΩ= ，則： 

(1) =Ω1 四邊形 4321 OOOO 的面積= 12121 =× （第 1 層）； 

(2) =Ω2 四邊形 8765 OOOO 面積= 25
12
2512 =× （第 2 層）； 

(3) =Ω3 四邊形 1211109 OOOO 面積= 50225 =× （第 3 層）； 

………………………………………………………………………… 

( n ) =Ωn 四邊形 nnnn OOOO 4142434 −−− 面積= 2225 −× n （第 n 層， 2≥n ）； 

………………………………………………………………………… 

【說明】綜合引理 7、引理 8、定理 4 與引理 5，即可證得。 

【 「以管窺天，以蠡測海」之(四) 】 
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34 −nO 、 24 −nO 、 14 −nO 、 nO4 ；……皆各表上頁圖中正方形的中心點，四邊形 STUV 為正方形，

且令 STUV 的面積為 1，四邊形 nnnn OOOO 4142434 −−− 面積 nΨ= ，則： 

(1) =Ψ1 四邊形 4321 OOOO 的面積= 5.75.71 =× （第 1 層）； 

(2) =Ψ2 四邊形 8765 OOOO 面積= 16
15
325.7 =× （第 2 層）； 

(3) =Ψ3 四邊形 1211109 OOOO 面積= 32216 =× （第 3 層）； 

………………………………………………………………………… 

( n ) =Ψn 四邊形 nnnn OOOO 4142434 −−− 面積= 2216 −× n （第 n 層， 2≥n ）； 

………………………………………………………………………… 

【說明】綜合引理 9、定理 5 與引理 5，即可證得。 

【 「以管窺天，以蠡測海」之(五) 】 

對於任一個「傑克結構」（Jack Structure）而言，假設其「基準正方形」（Reference Square）

的面積為 1，若 n 為正整數，且定義 nΓ 、 nΩ 、 nΨ 分別如本段結論之(一)、(三)、(四)，由於

5.41 =Γ ， =Γn
229 −× n （ Nn∈ ）； 5.71 =Ψ ， =Ψn

2216 −× n （ 2≥n ， Nn∈ ）； 121 =Ω ，

=Ωn
2225 −× n （ 2≥n ， Nn∈ ），故 nΓ 、 nΨ 、 nΩ 三者具有以下關係（如下頁附表）： 

Γn ＋Ψn  ＝Ωn   Nn∈∀  

陸、心得感想： 

無論生活上或學習經驗裡，正方形是很常見的幾何圖形，這次的研究成果，也讓自己更

加了解正方形的性質。 

研究過程中，我們曾為幾個複雜的幾何圖形，因為理不清證明思緒而感到挫折，但感謝

數學老師一再鼓勵、指導，讓我們堅持一定要找出命題的解答才肯罷手。 

我們期待討論得出的面積關係能具有實質的參考價值，我們也相信相關主題還有很大的

探討空間，也期許將來有機會做進一步研究，以發現更奧妙的正方形世界。 

柒、參考資料： 

一、台北市九十一年度資賦優異教育方案數學競賽––隊際賽問題第參題。 

二、嚴鎮軍主編《初中數學競賽教程》；台北市；九章出版社；民 88.11。 
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附表：正方形「心手相連」時， nΓ 、 nΨ 、 nΩ 三者的關係： 

 

(1)「傑克」的

「心」或「手」

間 相 連 的 其

中三種情況。 

 
 
 
 
 
「心」與「心」相連 

 
 
 
 
 

「手」與「心」相連 

 
 
 
 
 

「手」與「手」相連 
(2)令「基準正

方形」的面積

為 1，以(1)所
連 成 的 四 線

段為邊，分別

向 外 作 正 方

形，並將它們

的「心」依序

連 成 四 邊 形

4321 OOOO 。 

 
 
 
 
 
 
 
令 4321 OOOO 面積 1Γ=  

推得： 5.41 =Γ  

 
 
 
 
 
 
 

令 4321 OOOO 面積 1Ψ=  
推得： 5.71 =Ψ  

 
 
 
 
 
 
 

令 4321 OOOO 面積 1Ω=  
推得： 121 =Ω  

 
(3) 分 別 以 (2)
之 4321 OOOO
的 四 個 邊 為

邊，向外作正

方形，並將這

四 個 正 方 形

的「心」依序

連 成 四 邊 形

8765 OOOO 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
令 8765 OOOO 面積 2Γ=  

推得： 92 =Γ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

令 8765 OOOO 面積 2Ψ=  
推得： 162 =Ψ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

令 8765 OOOO 面積 2Ω=  
推得： 252 =Ω  

… … … … 

第 n 層

（ 2≥n ） 

nnnn OOOO 4142434 −−−

面積= =Γn
229 −× n  

nnnn OOOO 4142434 −−−  

面積= =Ψn
229 −× n  

nnnn OOOO 4142434 −−−  

面積= =Ωn
2225 −× n  

nΓ 、 nΨ 、 nΩ

三 個 值 的 關

係式， n 為任

意自然數。 

 

Γn  ＋ Ψn ＝Ωn   Nn∈∀  
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030425  神奇的傑克 

本作品充分顯示參展團隊在平面幾何上有很深入的學習，探

討的問題也非常有特色;若能輔以解析幾何的學習，當可有

更優異的表現。 
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