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壹、 摘要 
我們試著尋找所需最小的城堡個數以看守整個 ),,( Ncbacba ∈×× 的長方體。在 cba ==

及 的情況下我們分別有cba <=
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的結果，而在 cba >=

與 情形下我們得到了上界，其中cba >> cba >= 我們更發明了區塊分割法來快速求解，

此外我們運用clique polynomial的x多項式來描述 cba ×× 城堡數刪去的過程中完全圖分

佈的變化，直到最後求出clique polynomial只有常數項的解。

貳、 研究動機 
當我們在觀察一些有關西洋棋中城堡的移動問題時，發現如果棋盤格數為

時，只需要n 個城堡就可以吃到這個棋盤上所有的棋子（或者說是可以看守

到這個棋盤的所有格子）。當我們再把這個題目延伸到三度空間中時，那結果會是如何

呢？於是就開始了我們的研究。我們的研究中涵蓋了本學年數學課本中排列組合的排容

原理以及數論的模運算。 

)( nmnm ≥×

參、 研究目的 
我們要試著找出在 ),,( Ncbacba ∈×× 的長方體中最少需要多少個城堡才能完全看守

這個長方體。我們將 a、b、c三邊長分成以下四種情形來討論： 
cba ==  
cba <=  
cba >=  
cba >>  

肆、 研究設備器材 
紙張、筆、Dev-C+ + 4.9.9.2、電腦 

伍、 研究過程及方法 
一、符號定義 
（一） 在我們以下的討論中所有變數若不特別指定，則都是正整數，而空間也是

有限的正整數空間(也就是我們所研究的長方體空間)，這些變數也都是定義在

此有限正整數空間內。 
（二） 當我們在正整數空間中放下一個城堡(棋子，以下依此類推)，令我們放置

城堡的位置是 ，則很明顯的可以看出 、 、 (t是任何
不超出邊界的正整數)都是這個城堡可以看守的位置。我們的目標就是找出最少
的城堡個數，使得這些城堡可以看守整個長方體的所有位置。 

),,( zyx ),,( tyx ),,( ztx ),,( zyt

（三） 若有一組的城堡，其涵蓋的範圍包含了所要看守的長方體範圍，我們就稱

這一組城堡為一組可靠的城堡。我們用一個集合 來表示這組可靠的城堡，而

代表這組可靠的城堡的個數。我們定義函數 。 
S

|| S |}min{|),,( Scbaf =

 2



 
二、 ncba ===  
引理一 

Nxnxxxx iss ∈=++++ − ,... 121  

當所有 jixx ji ≠≤− ,1||  

會使得 有最小值 22
1

2
2

2
1 ... ss xxxx ++++ −

證明： 
考慮以下的式子 

2222 )1()1(,1 ++−>+>− jijiji xxxxxx  

2222 )1()1(,1 ++−=+=− jijiji xxxxxx  

2222 )1()1(,1 ++−<+<− jijiji xxxxxx  

若 有兩數 和 的差大於 1ss xxxx ,,...,, 121 − ix jx 時，我們就將其中較大的減 1、較

小的加 1，使其總和仍然是 n，但其平方和會減少。重複動作直到任意兩數的差

都不大於1為止，此即為平方和最小的情況。 
 

 
定理一 

當 時，ncba ===
22
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以下利用 來代表第 層的城堡個數。 ix i
證明： 

（一） 當邊長 ，只用kn 2= 121
22
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個不能完全看守正方體 

利用排容原理，由於每放一個城堡就可以看守 2623 −=− kn 個，再因為有

)1( −ii xx 被重複計算 3次，所以必須扣除 2次。利用引理一可以得到： 
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（二） 當邊長 ，只用kn 2= 2
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同上，可以得到： 
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（三） 當邊長 12 += kn ，只用 kknn 221
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同上，可以得到： 
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（四） 當邊長 12 += kn ，只用 122
22
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同上，可以得到： 
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那麼我們如何在邊長為 的正方體，佈置n 2r 個城堡使其能看守所有格子？方法
如下 

設 ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢=
2
ns ， ⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡=
2
nt ，且選取 為模s下的一組剩餘系，選取s s,...,3,2,1 +1, s +2, s+3, …, 

n為模t下的一組剩餘系，很明顯得知集合A={(i, j, m) | 1≦i≦s, 1≦j≦s, m≡i+j-1 

(mod s) }及集合B={(n-i, n-j, m) |0≦i≦n-1, 0≦j≦n-1, m≡n-i-j (mod t)}，A∪B可

以做為 nnn ×× 正方體中的一組可靠的城堡。像A集合中的城堡的分佈方式，我

們稱為轉格。
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三、 cba <=  
定理二 

}},0{,,0,|min{),,( 22 NkNtsstntssktsknnnf ∈∪∈≥≥=+++=+  

當 22 −≥ nk ，也就是當 23 −≥ ac 時， 。 2),,( ncnnf =

證明： 
 

以 n=6舉例說明： 

一個邊長 6的正方體，可分成左下角 和右上角 的兩個正方體，則數對(s, t)

的可能有 3 種：(3,3)、(2,4)、(1,5)。表 1 就是對這三種可能，隨著 k 的增加，

把 的值算出來。有底色的部份就是三種可能中較小的，也就是我們

所定義的 f (n, n, n＋k)。廣義來說(0,6)也可以看成第 4種，只是(0,6)的這一組，

不管 k的值是多少， 的值都是 36。也就是當 k大於等於 10時，我們

只要擺 36個城堡就好。 

2s 2t

skts ++ 22

skts ++ 22

 
表 1  n=6的情形 

 (s, t)=(3,3) (s, t)=(2,4) (s, t)=(1,5)

k=0 32+32=18 22+42=20 12+52=26

k=1 18+3=21 20+2=22 26+1=27 

k=2 21+3=24 22+2=24 27+1=28 

k=3 24+3=27 24+2=26 28+1=29 

k=4  26+2=28 29+1=30 

k=5  28+2=30 30+1=31 

k=6  30+2=32 31+1=32 

k=7  32+2=34 32+1=33 

k=8   33+1=34 

k=9   34+1=35 

k=10   35+1=36 

k=11   36 

圖 1 向上延伸 k層

圖 2 邊長分別為 s和 t的正方體
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這個例子，可以約略的看出我們如何構造解。因此我們先說明如何構造解 S，

再說明解 S的大小不可再減少，接下來就是要證明定理二是對的。 

證明: 

（一）構造解 

從定理 1我們知道，當 nts =+ ，一個 nnn ×× 的正方體，可分成左下角 和

右上角 的兩個正方體(這邊我們假設

2s

2t ts ≤ )。而這個正方體往某一方向多了 k

層變成 的長方體。原先兩個正方體的城堡的延伸線也會延長。

如圖 10 所展現的是兩個邊長分別為 3 的正方體的組合，往 z 方向延伸一層

後，可以看到共有 18條線也跟著延伸一層。留下尚未覆蓋的部分，每一層只

需再放 3個城堡，就可以覆蓋因為延伸而剩下的空格。一般的情況就是一層

只需 s個城堡，故 k層只需

)( knnn +××

ks× 個城堡，即可覆蓋 )( knnn +×× 之長方體。 

（二）找出解的下界以及證明解個數不會更少 

設 n×n×(n＋k)之解為 S，f (n, n, n＋k)＝| S |＝m。 

1. 設第一層有最少的城堡，有ｓ個。令 snt −= ，則該層至少有一邊長為 t

之正方形，也就是有 個正方體需靠別層上下覆蓋。如圖 1。 2t

2. D區為 )( kntt +×× 之長方體，已完全被覆蓋。現計算還需放幾個城堡，

使得 B、C各層(第 2至 kn + 層)得可完全被覆蓋。B、C 兩區未覆蓋的

正方體數為 。每多猜測一次，也就

是多放一個城堡在 A區，至多能在 B、C 兩區多覆蓋 個或

)1(22)1(2 2 −+=−−+ kststsknts

t2 1−+ ts 個

正方體，但因 st > ( tns ≤≤
2

)，故多猜測一次至多能再有效會多蓋 個

正方體，可推得至少要再猜

t2

)1(
2

)1(2
−+=

−+ kss
t

ksts
次。由 1、2知，

kstssksstsS ++=−+++≥ 2222 。 
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3. 將 代入上式可得 snt −=

2222 )2(2)( nknsssksnsS +−−=+−+≥   

(也就是當 k固定時，| S |的最小值時也是 s的二次函數)，配方後得 

＝2(s－
4

)2( kn − )2＋
8
44 22 knkn −+  

為了得到函數的最小值，且s是正整數，因此s是最接近
4

2 kn −
的整數。

這也是為什麼當k=2n－2時，s取 0或 1得到的函數值是一樣，都是n2。

而當k≧2n－2時，因為s必需是正整數的原因，所以取s＝0，會得到
。 2|| nS =

 
四、      cba >=

定理三 
kknnfknnf +≤++ ),,(),1,1(  

證明： 

若 ，表示 m 個城堡就可以看守 n×n×k 的

長方體，如圖 3這樣在 n×n×k 的長方體外面再放一個

k 個 城 堡 組 成 的

mknnf =),,(

 7

k××11 的 長 方 柱 ， 如 此

knn ×+×+ )1()1( 的長方體完全被看守了。所以

的解，至多只要kn ×+ 2)1( kknnf +),,( 個就好了。 

 
定理四 
當 ，2≥n )1(2)2,,( −= nnnf  

只用 2n－3個城堡不能保證完全看守 2×× nn 的長方體。 

證明： 

因 2
2

32
−=⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ − nn

，也就是說較少那層最多只有 n－2 個城堡，則這一層還有 4

格需另一層看守。此時只剩下 n－5 個城堡可放在第二層，這 個城堡可縱

向(或橫向)看守 行(或列)，這時還有 3 行(或列)需要看守，考慮第一層 n－2
個城堡的上下看守，及第二層的橫向看守 n－5個，總共最多還蓋不滿 2 行，故

用 個蓋不滿

5−n
5−n

5−n )2()2( −×− nn 的正方形。如此證明了也就是 32)2,,( −> nnnf 。 
 

圖 3 外加一柱的情形



定理五 
8)3,4,4( =f ，  10)3,5,5( =f

當 ，6≥n 63)3,,( −= nnnf  

定理五的證明跟定理四的證明很類似，也是用鴿籠原理加上一些仔細的計數，

就可以完成證明。 

在我們進行計算之後，發現以下的結果： 

當 2≥n ， )1(2)2,,( −= nnnf

當 ，6≥n )2(3)3,,( −= nnnf  

當 ，12≥n )3(4)4,,( −= nnnf  

當 ，20≥n )4(5)5,,( −= nnnf  

 

根據以上的結果，我們可以提出以下的猜想： 

猜想一 
當 )1( −≥ ccn 時， )1(),,( +−= cnccnnf  

 

區塊分割法 －－ 針對 )1( −≤ ccn  

使用這個方法找到的可靠的城堡並不能確定是最少的情況，但已經對城堡的個

數給一個上界。也就是我們知道最佳解不會超過我們所給的值。 

 

我們把長方體切成 c層，每一層都是邊長 n正方

形。如圖 4，把這邊長為 n 的正方形切成 s 個小

正方形(區塊)，設這些小正方形的邊長分別是

、 、…、 ， N一個邊長 的區塊如完

全靠上下看守，則需要 個城堡。我們只需要照

著轉格的方式排列，在每一層都放置 個城堡。 

1x 2x sx ∈ix ix

2
ix

ix

 

除了這 層之外的 層，各層在這邊長 的區塊都不需要有城堡，而在其它

的正方形都有跟邊長一樣數量的城堡，也就是需要

ix ixc − ix

ixn − 個城堡，那就可以完全

圖 4 區塊分割的例子
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看守這些層。如此，每一層在一個區塊可以缺席一次，故我們計算在

這幾個區塊中，累計的缺席的層數

121 ,..., −sxxx

121 .. −−++−+−= sxcxcxct ，也是最後一個

區塊 中，有 層必須各層都有 個城堡。 sx t sx

 

已知 nxxxx ss =++++ −121 ... ，並假設 ，若sxxx ≥≥≥ ......21

cxcxcxc s ≤−++−+− −121 .. 。則定義 

， ，

，

nxxxxtxxxcnnf sss =+++++++= − ...|......min{),,( 21
2

1
2
2

2
1 sxxx ≥≥≥ ......21

121 .. −−++−+−= sxcxcxct ∈ix N }。 

若 )( Nttca ∈= ， 則 我 們 說 caa ×× 是 第 t 個 分 段 點 ， 而 caa ×× 到

叫第 t個區段。已經知道，在第 t分段點做區塊分割時是(t+1)

等分的。如表 2就是

cctcctc ×+×+ )()(

10=c 的例子。 

 

表 2  c = 10區塊分割分段點的排列 

a  a  c 區塊數 區塊分割 
10 × 10 × 10 2 52＋52

20 × 20 × 10 3 72＋72+62

30 × 30 × 10 4 82＋82＋72＋72

40 × 40 × 10 5 82＋82＋82＋82＋82

50 × 50 × 10 6 92＋92＋82＋82＋82＋82

60 × 60 × 10 7 92＋92＋92＋92＋82＋82＋82

70 × 70 × 10 8 92＋92＋92＋92＋92＋92＋82＋82

80 × 80 × 10 9 92＋92＋92＋92＋92＋92＋92＋92＋82

90 × 90 × 10 10 92＋92＋92＋92＋92＋92＋92＋92＋92＋92

 

我們說第t個分段點會被 1+t 等分，是因為他不能被t等分，這樣會被分成t個邊

長c的區塊，如此所需的城堡數tc2，會比原先的
2

1
)1( ⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡
+

+
t

ctt 還來得大。也不能

被t＋2等分，若分成t＋2個區塊，缺席的總層數會超過c層，這時就不只 2+tx 的

係數是c，還有其它更多區塊不能只用邊長的平方計算，而都要去乘上長方體的

高c，如此一來，所需的城堡數會比分成t＋1塊來的多。 
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而對於第 t區段之間的 a，也就是 ctatc )1( +<< 時， caa ×× 做區塊分割時是分

成 t＋2區塊，而前 t塊的邊長 、 、…、 ，這些數彼此的差也都不大於 1，

則是介於 1到

1x 2x 1+tx

2+tx ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
+1t
n
的整數。第 t個分段點可以看出來，在每一個區段之間，

),1,1( cnnf ++ － 是相當有規律的。利用這個規律，可以很容易用程式

把 的值算出來。這個規律我們透過下面表 3這個例子來說明。 

),,( cnnf

),,( cnnf

 

表 3  區塊分割法遞增的規律 

a  a  c  區塊數 區塊分割 城堡數 差 
10 × 10 × 10  2 52＋52 50  
11 × 11 × 10  2 52＋52＋10×1 60 10 
12 × 12 × 10  2 52＋52＋10×2 

62＋52＋9×1 
70 10 

13 × 13 × 10  2 62＋52＋9×2 79 9 
14 × 14 × 10  2 62＋52＋9×3 

62＋62＋8×2 
88 9 

15 × 15 × 10  2 62＋62＋8×3 96 8 
16 × 16 × 10  2 62＋62＋8×4 104 8 
17 × 17 × 10  2 62＋62＋8×5 112 8 
18 × 18 × 10  2 62＋62＋8×6 

72＋62＋7×5 
120 8 

19 × 19 × 10  2 72＋62＋7×6 127 7 
20 × 20 × 10  3 72＋62＋7×7 134 7 

2次 10 

2次 9 

4次 8 

 

在每一區段的最一開始， )10,1,1( ++ nnf － 都會是 10，如此加 10 出

現 2次，這個 2＝2×6－10 (5平方要變成 6平方)，再來因為也是 5進位成 6，

所以是增加 2次 9，再來是第一個 6平方進位成 7平方，所以會加 4次 8。 

)10,,( nnf

一般來說，從第 t個分斷點開始增加的數由 c遞減，每次減 1。而同樣數字重覆

的次數是：c有 2×( ＋1)－c次；接下來如果都是要讓 進位成 ＋1次，則都

是 2次；一直到第一個要從 ＋1進位成 ＋2，才會是 4次；之後的 ＋1進

位成 ＋2，又會到 2次。如此完成一個區段。 

tx tx tx

tx tx tx

tx
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關於2×( ＋1)－c tx

這邊透過簡單的計算就可以輕易證明這個算式，如下： 

假設所需 個城堡， tcxxx ++++ 222 ...

當第一個 進位成 時，也就是 ， 2x 2)1( +x )1)(1(...)1( 222 −−+++++ ctxxx

將兩式相等時，得到 0)1(2 =−−+ tcx ，即 cxt −+= )1(2  

五、   cba >>

定理六 
令 ， )()23(2)( 2 cbabxcbaxxg −++−+−=

當 )
4

23round( cbax −+
= 時， 

)()(),,( cbaxgcbaf >>≤  

 

D區的城堡數：

我們是把 a×b×c 的長方體分成 c 層，每一層都是 a×b

的長方體。設第一層有最少的城堡，只有 x 個城堡

，則第一層還有(a－x)(b－x)個正方體需要上

下看守，也就是在 D區至少要有(a－x)(b－x)個城堡。

如圖 5這些城堡如果平均分配到 b－x層，每層有 a－x

個。 

)0( bx ≤≤

 

A區的城堡數

照前一段，則共有 c－(b－x)層在 D 區是沒有城堡(包括第一層

區都要 x個城堡，共需(c＋x－b) x個城堡。因為至少有第一

城堡，且 b＞c，因此我們知道 0＜(c＋x－b)＜x。 

D區有城堡的層數是 b－x層，考慮這些層在 A區的情況。因

堡的已經有(c＋x－b)層了，這些在 A區的城堡至少能形成一

的正方形，如此 b－x 層中，每層只需要 x－(c＋x－b)個城堡

x)(b－c)個城堡。 

D

C

B 

A 
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圖 5 第一層的情形
)，這些層在 A

層在 D區是沒有

為 A區有 x個城

個邊長(c＋x－b)

。因此需要(b－



 

城堡總數 

把這三類加起來得到城堡數有 

2x2－(a＋3b－2c)x＋b(a＋b－c)…….………(1) 

 

這是一個二次函數。當 x是在 bx ≤≤0 這範圍中離
4

23 cba −+
最近的整數時，

城堡數有最少。我們只要把給定的 a、b、c代進去算出 x，再把 x代到(1)的二

次函數中，就可以知道需要嘗試的次數了。 

 

而當 時，此時bx =
2
1

4
23

−≥
−+ bcba

，即 22 −+≥ cba 時，函數值會等於bc。

這跟 的情況，cb = 22 −≥ ca 時只要試c2次就好的結果是一致的。 

但當 時，這個方法得到的城堡數會比用區塊分割法得到的城堡數還多，

這個部分是個不錯的問題日後可再深入研究。 

ba =

 

六、 Clique polynomial的分析 

 

首先是名詞解釋，clique在圖論上是指完全圖，而 polynomial是多項式，所以

clique polynomial意思就是將可能的完全圖用 x多項式來展開。我們透過 clique 

polynomial 來幫助我們來表示解的狀況。當每個點完全變成孤立點，則此組城

堡為一組可靠的城堡。 
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表 4 的4=== cba ( )VEG , clique多項式分布 vertexVedgeE ==  

 
0            ( ) 1=GV    ( ) 0=GE

因為通通都有連接，所以並沒有孤立點 

 
288 x         ( ) 2=GV    ( ) 1=GE

每 1個 包含了 6個3x x，所以 288648 =×

 

192        2x ( ) 3=GV    ( ) 3=GE

每 1個 包含了 4個 2，所以3x x 192448 =×

 

48         3x ( ) 4=GV    ( ) 6=GE

1個長條恰會形成 1個 的完全圖，所以

總共有

3x

48344 =××  

028819248 23 +++= xxxy  

  表 5 的4=== cba ( )VEG , clique多項式分布 城堡在 ( 後的情形 )0,0,0

 
10           ( ) 1=GV    ( ) 0=GE

被看守到的點對外連線將被完全切斷而

成為孤立點，故 10234 =−×  

 
216 x         ( ) 2=GV    ( ) 1=GE

共有 72363332 =×+××× 個 x被破壞，

所以 21672288 =−  

 

126        2x ( ) 3=GV    ( ) 3=GE

共有 66343332 =×+××× 個 被破壞，

所以

2x

12666192 =−  

 

27         3x ( ) 4=GV    ( ) 6=GE

共有 213332 =+×× 個 被破壞，所以3x

272148 =−  

1021612627 23 +++= xxxy  
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)表 6 的 clique多項式分布 繼4=== cba ( VEG , ( )0,0,0 城堡在 ( )0,3,3 後的情形 

 
18           ( ) 1=GV    ( ) 0=GE

原來 10 個扣掉重複 2 個還有 8 個，故

18810 =+  

 
216 x         ( ) 2=GV    ( ) 1=GE

共有 726362 =+×× 個 x 被破壞，所以

21672288 =−  

 

126        2x ( ) 3=GV    ( ) 3=GE

共有 404362 =+×× 個 被破壞，所以2x

8640126 =−  

 

16         3x ( ) 4=GV    ( ) 6=GE

共有 11412321 =×−×− 個 被破壞，所以3x

161127 =−  

181668616 23 +++= xxxy  

     最後我們將 8個點的結果合併起來。 

表 7    4=== cba 的一組解 

原始 028819248 23 +++ xxx  

(0,0,0) 1021612627 23 +++ xxx  

(3,3,0) 181668616 23 +++ xxx  

(1,1,1) 102165 23 +++ xxx  

(2,2,1) 366820 2 ++ xx  

(1,2,2) 434311 2 ++ xx  

(2,1,2) 50226 2 ++ xx  

(0,3,3) 5793 2 ++ xx  

(3,0,3) 64  

  將其函數變化作圖後如下圖： 
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圖 6 4=== cba 的一組解的作圖 

 

 

 

我們可以嘗試另外一種擺法。 

 

表 8 4=== cba 的另一組解 

原始 028819248 23 +++ xxx  

(0,0,0) 1021612627 23 +++ xxx  

(1,1,0) 181668616 23 +++ xxx  

(1,0,1) 251296312 23 +++ xxx  

(0,1,1) 32964812 23 +++ xxx  

(2,2,2) 4248183 23 +++ xxx  

(3,3,2) 50226 2 ++ xx  

(3,2,3) 5793 2 ++ xx  

(2,3,3) 64  

其作圖如下： 
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圖 7 4=== cba 的另一組解(表 5)的作圖 

 

我們再以二維的方式來架構三維的 clique多項式分佈。透過簡易的計算，我們可以得知二維

clique多項式分佈。我們以 為例，其 clique多項式為 ，接下來我們也

可以算出再刪除幾個點後(刪除的點必須不在同行且不在同列)的 clique多項式，列表如下。 

44× 048328 23 +++ xxx

 

表 9 平面 clique多項式的變化 

原始 048328 23 +++ xxx  

刪除 1個點 7186 2 ++ xx  

刪除 2個點 124 +x  

刪除 3個點 16  

接著我們可以利 用以上的結果來 運算刪除 (0,0,0) 的 clique 多項式。我們令

，刪除(0,0,0)後與刪除之前的差之 clique多項式為 ，於

是可以得到刪除後的 clique多項式為 。 

  

048328 23
4 +++= xxxA ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∑

=
−

4

0

4
43

i
inCA

1021612627 23 +++ xxx
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陸、 研究結果 

引理一 
Nxnxxxx iss ∈=++++ − ,... 121  

22
1

2
2

2
1 ...1|| ssji xxxxxx ++++⇒≤−∀ − 有最小值 

 
定理一 

當 時，ncba ===
22

22
),,( ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢+⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡=

nnnnnf  

 
定理二 

當 kncnba +=<== 時， knnnknnnf ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢+⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡+⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢≤+

222
),,(

22

。 

特別是 ， 。 2−≥ nk 2),,( nknnnf =+

 
定理三 

kknnfknnf +≤++ ),,(),1,1(  

 
定理四 
當 ，  2≥n )1(2)2,,( −= nnnf

 
定理五 

8)3,4,4( =f ，  10)3,5,5( =f
當 ，  6≥n 63)3,,( −= nnnf

 
猜想一 
當 時，)1( −≥ ccn )1(),,( +−= cnccnnf  

 
定理六 
令 ， )()23(2)( 2 cbabxcbaxxg −++−+−=

當 )
4

23round( cbax −+
= 時， 

)()(),,( cbaxgcbaf >>≤  
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柒、 討論 
我們在 、 的部分已經完成。我們接下來要繼續做下去的是把當

時的猜想驗證是否為真並試著把它證出來，並且在 的個數計算的配方法

找出其與區塊分割法偏差的原因。 

ncba === cba <=
cba >= cba >>

捌、 結論 
一塊長寬高分別為 a、b、c長方體，交給數個城堡看守，則達成可靠的城堡所需的個數

為： 

一、當 時，一組可靠的城堡所需的最少個數為ncba ===
22

22 ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢+⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡ nn

。 

二、當 時，一組可靠的城堡所需的最少個數為                                   cba <=

{ }Ntsstatsacsts ∈≥≥=+−++ ,,0,|)(min 22 ，特別當 時，只要 。 22 −≥ nc 2a
三、當 時，利用區塊分割法能夠算出一組可靠的城堡所需個數的上界。並

且在固定 的情況下，隨著 遞增的，需要的個數也是呈現規則性的遞增。 

cba >=
c a

四、當 時，令cba >> ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

=
4

23round cbax ，一組可靠的城堡所需的個數最多

只要 個。 )()23(2 2 cbabxcbax −++−+−
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高中組 數學科 

040408  城堡保衛 

1. 看不出 Dev-C++ 4.9.9.2 對於本研究有任何深入的關係。 

2. 報告過程缺乏視覺表達。 

3. 引入 Clique Polynomial 概念。有進行結構性的分析。
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