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『矩』棋不定 
壹、摘要： 

    從黑白棋遊戲中訂定新的規則，延伸創造出新的遊戲；從兩人對奕推廣到 n 人遊戲，

並找出此類兩人博奕遊戲的『必勝法則』，並且發現與特定『Ramsey 數』模型的關係。 
 

貳、研究動機： 
    高一上學期討論集合個數時，老師曾經問到：『有一首流行歌曲是這樣唱的：十個男

人七個傻、八個呆、九個壞，還有一個人人愛。試問，這十個男人中至少有幾個又呆又

傻又壞？』同學對這個問題相當感興趣，就做出了坊間參考書也找不到的解答(討論四)。
於是老師介紹一本課外讀物《拼圖拼字拼數學》作為延伸閱讀的題材。這本書中提到了

一個『嬉皮遊戲』，規則如下：在 n× n 的棋盤中，甲、乙兩人以黑白棋輪流下子博奕，

先獲得正方形者為勝。這個問題在 1960 年被提出，並且被證明了 6×6 的棋盤是和局的最

大階數，換句話說，在 7×7 的棋盤中是不可能出現和局，一定可以分出勝負的，於是在

班上掀起了一股圍棋熱潮。我們將規則中的『正方形』改為矩形，作為我們研究的題材，

並且作延伸與推廣。 

 
參、研究目的： 

    一、在 n× n 的棋盤中，二人對奕，最大的和局階數。 
    二、在 n× n 的棋盤中，k 人對奕，最大的和局階數。 
    三、在 n× n 的棋盤中，二人對奕，必勝法則。 
    四、在 n× m (n< m)的棋盤中，k 人對奕，最大的和局階數。 
    五、在公差為 1 的等差 n 階棋盤中，二人對奕，最大的和局階數。 
    六、在公差為 1 的等差 n 階棋盤中，二人對奕，必勝法則。 
    七、在公差為 1 的等差 n 階棋盤中，3 人對奕，最大的和局階數。 
 

肆、研究器材： 
    筆、紙、圍棋。 
 

伍、 研究過程與內容： 
    我們先說明『嬉皮遊戲』及其更改後的規則： 
(一)、『嬉皮遊戲』：參賽者分別各執 18 個黑棋、白棋在 6×6 的棋盤上輪流下子，每次在 
     棋盤任何空格擺一個棋子，但必須避免讓任意四個棋子構成正方形的四個角；這種 
     正方形不限大小，傾斜任意角度都算(圖一)。如果對手的棋子形成『正方形』那你 
     便贏得這場棋局。 
(二)、『矩棋遊戲』：在 n× n 的棋盤中，二人對奕，以黑白棋輪流下子，先獲得一矩形 
     四個角均為同色者為勝(圖二)。 
(三)、『三角棋遊戲』在棋盤的一角依次畫出 1、2、3、…..、n 個，二人對奕，以黑白棋 
     輪流下子，先獲得一與原棋盤相似的三角均為同色者為勝(圖三)。 
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一、在 n× n 的棋盤中，二人對奕，最大的和局階數為 4，即 5× 5 的棋盤必可分勝負。 
     
    以下(圖四)是我們實驗的紀錄，5×5 的棋盤必可分勝負。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(圖一) (圖二) 

(圖三) 
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由以上的實驗結果，我們猜測在 5×5 的棋盤上可以讓兩人對奕，分出勝負。
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證法 1： 
    集合的元素計算 
我們可以很輕易地作出 4× 4 和局的情況(圖五)，若再加一行變成 4×5 的棋盤則其中恰好

有兩列中的白棋為 3 個(圖六)，否則將出現四角同色的矩形。 
 
最後一列加入五個棋子為 3 白棋 2 黑棋(因為白棋較黑棋多 1 顆) (圖七)，故這個問題就變

成了： 
 
5 個男人中有 3 個傻、3個呆、3個壞，則這 5個人中至少有幾人有兩種以上共同的缺點？

若有 2 人共同有兩種以上的缺點，則會形成一個四角均為白棋的矩形。 

 
我們令這 5 個男人為宇集 U、3 個傻男人為集合 A、3 個呆男人為集合 B、3 個壞男人為

集合 C，這個問題轉換為： 
設 5)( =Un 、 3)( =An 、 3)( =Bn 、 3)( =Cn ，又在不失一般姓的情況下，設

)()()( CBnCAnBAn ∩≥∩≥∩ ，求 )( BAn ∩ 的最小值為何？ 

      要填入        
3白棋、2黑棋

(圖五) (圖六) 

(圖七) 

(4×4) (4×5)

(5×5)



 7

已知： 5)(3 ≤∪∪≤ CBAn  
)()()()( CnBnAnCBAn ++=∪∪ )()()( CBnCAnBAn ∩−∩−∩−  

             )( CBAn ∩∩+  
⇒ ≥∩⋅ )(3 BAn −∩+∩+∩ )()()( CBnCAnBAn )( CBAn ∩∩  
           )()()()( CBAnCnBnAn ∪∪−++=  
 
情況一：當 )( CBAn ∪∪ =3； 

≥∩⋅ )(3 BAn 63333 =−++ ⇒ 2)( ≥∩BAn  
 
情況二：當 )( CBAn ∪∪ =4； 

≥∩⋅ )(3 BAn 54333 =−++ ⇒
3
5)( ≥∩ BAn  

 
情況三：當 )( CBAn ∪∪ =5； 

≥∩⋅ )BA(n3 45333 =−++ ⇒
3
4)( ≥∩ BAn  

但 ∈∩ )BA(n Z， 
因此， 2)BA(n ≥∪  
 
 
 
 
 
證法 2： 
    樹狀圖討論： 
在不失一般性的情況之下我們假設白棋的個數大於黑棋的個數，我們以列的觀點來看，

在 n×n 的棋盤中有以下幾個性質： 
當 n=5 時： 
(1)若某一列為『5 白棋』，則其餘列只能是『1 白棋 4 黑棋』或者『5 黑棋』，否則會產生 
  白棋方勝。 
 
(2)若某一列為 4 白棋 1 黑棋，則其餘列只能是『2 白棋 3 黑棋』、『1 白棋 4 黑棋』或者 
 『5 黑棋』，否則會產生白棋方勝。但由性質(1)知『5 黑棋』不會出現。 
 
(3)若某一列為 3 白棋 2 黑棋，則其餘列只能是『3 白棋 2 黑棋』、『2 白棋 3 黑棋』、『1 白 
  棋 4 黑棋』或者『5 黑棋』，否則會產生白棋方勝。但由性質(1)、(2)知『1 白棋 4 黑棋』 
  以及『5 黑棋』不會出現。 
 
 
 

(圖八) 

U

A 

B C 
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情況一： 

5白棋

無論怎麼填，必成四
角同色的矩形。

5黑棋1白棋、4黑棋

第一列

第二列

第三列 1白棋、4黑棋

必成四角同為黑色的矩
形

 
情況二： 

4白棋、1黑棋

2白棋、3黑棋1白棋、4黑棋

第一列

第二列

第三列 1白棋、4黑棋 2白棋、3黑棋 1白棋、4黑棋 2白棋、3黑棋

必成四角同為黑色
的矩形

2白棋、3黑棋

必成四角同為黑色
的矩形

第四列  
情況三： 

3白棋、2黑棋

2白棋、3黑棋3白棋、2黑棋

第一列

第二列

第三列 3白棋、2黑棋 2白棋、3黑棋 3白棋、2黑棋 2白棋、3黑棋

第四列 3白棋、2黑棋 2白棋、3黑棋

3白棋、2黑棋

3白棋、2黑棋 2白棋、3黑棋

3白棋、2黑棋

3白棋、2黑棋 2白棋、3黑棋

3白棋、2黑棋第五列  
 
 
 
說明： 
若有三列同為 3 白、2 黑的棋子，由前證明知：則必有四角同為白色棋的矩形；同樣地，

有三列同為 2 白、3 黑的棋子，則必有四角同為黑色棋的矩形 

(圖九) 
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證法 3： 
    數圖轉換法： 
在下(圖十)我們在 4× 4 的棋盤上標上 A、B、C、D，並畫出兩個黑白正方形的四個頂點，

左邊方格中的每一列『同色的點』就在右邊畫上對應的『對角連線』，經過計算：左邊方

格中同列同色棋的的個數最少為： 
白棋 42

2
2
2

2
2

2
2 =+++ CCCC ，黑棋 42

2
2
2

2
2

2
2 =+++ CCCC ，而每一個正方形的對角線有 6

條。明顯，4< 6。在右邊四邊形中不會產生對角線重疊的情況，轉換到左邊方格中也就

表示不會產生矩形四角同色的情況。(如圖十) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(圖十) 

黑棋 白棋A B C D

A B

D C

A B

D C

A B

D C

A B

D C

A B

D C

A B

D C

A B

D C

A B

D C
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    我們同上的手法再討論 5× 5 的棋盤，也標上 A、B、C、D、E(如圖十一)，若白棋下

子 13 個，則左邊方格中同列同色棋的的個數最少為： 
白棋 112

2
2
2

3
2

3
2

3
2 =++++ CCCCC ，黑棋 92

2
2
2

2
2

3
2

3
2 =++++ CCCCC 。明顯，11>10。在右

邊五邊形中一定會產生對角線重疊的情況，轉換到左邊方格中也就表示必產生矩形四角

同色的情況。 
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證法 4： 
    柯西不等式： 
我們將這個問題轉換為 4×4 的棋盤、5×5 的棋盤最多可以填入幾個棋子，使得這些棋子

不會是矩形的四個角？ 
(4× 4 的棋盤中) 
設第一列有 1x 個棋子、第二列有 2x 個棋子、第三列有 3x 個棋子、第四列有 4x 個棋子，總

共可以填入 txxxx =+++ 4321 個棋子。因為不能形成四角同色的矩形，所以必須滿足： 
4
22222

4321 CCCCC xxxx ≤+++  

⇒ 6
2

)1(
2

)1(
2

)1(
2

)1( 44332211 ≤
−

+
−

+
−

+
− xxxxxxxx  

⇒ 12)( 4321
2

4
2

3
2

2
2

1 ≤+++−+++ xxxxxxxx  

⇒ txxxx +≤+++ 122
4

2
3

2
2

2
1 ………………………………………………….  

又由『柯西不等式』知

2
4321

22222
4

2
3

2
2

2
1 )()1111()( xxxxxxxx +++≥+++⋅+++ ………………….  

由 、 知： 
04842 ≤−− tt  

522    522 +≤≤− t ≤ 9.21 
因此，在 4× 4 的棋盤中最多可以下 9 個棋子而且不會產生矩形４角同色的情況，明顯

9
2

44
≤

×
，故兩人輪流下子，在 4× 4 的棋盤中可以是和局收場的。 

 
(5× 5 的棋盤中) 
如同上的符號，我們得到： 

5
222222

54321 CCCCCC xxxxx ≤++++ ……………….……………………………….  

2
54321

222222
5

2
4

2
3

2
2

2
1 )()11111()( xxxxxxxxxx ++++≥++++⋅++++ ...….  

得
2
4255    

2
4255 +

≤≤
− t ≤ 12.80 

因此，在 5× 5 的棋盤中最多可以下 12 個棋子而且不會產生矩形４角同色的情況，明顯

12
2

55
≥

×
，故兩人輪流下子，在 5× 5 的棋盤中是不可能以和局收場的，換句話說，必可

分出勝負。 
 
二、在 n× n 的棋盤中，k 人對奕，最大的和局階數為： 22 −+ kk  
我們先做一個 k ≥ 2 的例子： 
假設 k = 3：轉換為甲、乙、丙三人分別以黃、綠、紅三種顏色的棋輪流在 n× n 的棋盤中

下子，n 至少為 11 才能使遊戲必可分出勝負。(不會產生和局) 
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(圖十二)

(圖十三)

證法 1：數圖轉換法 
若 n=10，在不失一般性的情況之下，設黃棋先下共下 34 個子。 
在 10 × 10 的方格中同列同色棋的的個數最少為： 
黃棋 42241846 4

2
3
2 =+=⋅+⋅ CC 、綠棋 39182137 4

2
3
2 =+=⋅+⋅ CC 、 

紅棋 39182137 4
2

3
2 =+=⋅+⋅ CC  

明顯 39<42≤ 4510
2 =C ，在十邊形中中不會產生對角線重疊的情況，轉換到 10 × 10 的方格

中也就表示不會產生矩形四角同色的情況。 
A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

 
 
若 n=11，在不失一般性的情況之下，設黃棋先下共下 41 個子。 
在 11 × 11 的方格中同列同色棋的的個數最少為： 
黃棋 5748983 4

2
3
2 =+=⋅+⋅ CC 、綠棋 54421274 4

2
3
2 =+=⋅+⋅ CC 、 

紅棋 54421274 4
2

3
2 =+=⋅+⋅ CC  

明顯 57≥ 5511
2 =C ，在十一邊形中一定會產生對角線重疊的情況，轉換到 

11 × 11 的方格中中也就表示必產生矩形四角同色的情況。 
A

B

C

D

E

FG

H

I

J

K

 
 
證法 2：柯西不等式 
(10×10 的棋盤中) 
設第一列有 1x 個棋子、第二列有 2x 個棋子、………、第十列有 10x 個棋子，總共可以填入

txxx =+++ 1021 ... 個棋子。因為不能形成四角同色的矩形，所以必須滿足： 

10
2

10

1
2 CC

i

xi ≤∑
=
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⇒ 45
2

)1(10

1
≤

−∑
=i

ii xx  

⇒ 90
10

1

10

1

2 ≤−∑∑
== i

i
i

i xx  

⇒ tx
i

i +≤∑
=

90
10

1

2 ………………………………………………….  

又由『科西不等式』知 

2
10

1

10

1

2
10

1

2 )()1()( ∑∑∑
===

≥⋅
i

i
ii

i xx ……………………………………….  

由 、 知： 
0900102 ≤−⋅− tt  

9255  9255 +≤≤− t ≤ 35.41 
因此，在 10× 10 的棋盤中最多可以下 35 個棋子而且，不會產生矩形４角同色的情況，

明顯 35
3

1010
≤

×
，故三人輪流下子，在 10× 10 的棋盤中可以是和局收場的。 

 
(11× 11 的棋盤中) 
如同上的符號，我們得到： 

11
2

11

1
2 CC

i

xi ≤∑
=

……………….……………………………….  

2
11

1

11

1

2
11

1

2 )()1()( ∑∑∑
===

≥⋅
i

i
ii

i xx ………………...……………….  

得
2
496111    

2
496111 +

≤≤
− t ≤ 40.72 

因此，在 11× 11 的棋盤中最多可以下 40 個棋子而且不會產生矩形４角同色的情況，明

顯 40
3

1111
≥

×
，故三人輪流下子，在 11× 11 的棋盤中是不可能以和局收場的，換句話說，

必可分出勝負。 
 
    k>3：轉換為甲、乙、丙………k 個人分別以不同顏色的棋輪流在 

    n× n 的棋盤中下子，n 至少為 12 −+ kk 才能使遊戲必可分出勝負。 
我們在(數圖轉換法)中先觀察其規則： 
k = 2 ，在 5×5 的棋盤中每一列為 3 同色、2 同色，記為(3+2) 
k = 3 ，在 11×11 的棋盤中每一列為 4 同色、4 同色、3 同色，記為(4+4+3) 
 
我們猜測： 
若 k = 4，則同列同色棋的的個數最少的情況為每列 5 同色、5 同色、5 同色、4 同色，記

為(5+5+5+4)，故在 19×19 的棋盤中必可分出勝負。 
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驗證： 
在 19× 19 的棋盤中，下子最多的顏色有子 15×5+4×4，共可產生對角線：

19
2

4
2

5
2 171174415 CCC =>=⋅+⋅ ⇒ 必可分勝負。 

在 18× 18 的棋盤中，下子最多的顏色有子 9×5+9×4，共可產生對角線：
18
2

4
2

5
2 15314499 CCC =<=⋅+⋅ ⇒ 不一定可分勝負。 

 
以上的驗證支持我們的猜測。 
k = 2 ，(3+2) ⇒1×3+2       ⇒ kkk ++⋅− )1()1( = 12 −+ kk  
k = 3 ，(4+4+3) ⇒2×4+3     ⇒ kkk ++⋅− )1()1( = 12 −+ kk  
k = 4 ，(5+5+5+4) ⇒3×5+4   ⇒ kkk ++⋅− )1()1( = 12 −+ kk  
設 k > 4，在 n× n (n= 12 −+ kk )的棋盤中， 

可產生 kk CkCk 2
1

2
2 )1( ⋅+⋅− + =

2
22 234 kkkk −−+

 條對角線，但 n 邊形(n= 12 −+ kk )有

2
2322 234

1
22

2 +−−+
== −+ kkkkCC kkn 條對角線。 

顯然， kk CkCk 2
1

2
2 )1( ⋅+⋅− + 1

22
2 −+=> kkn CC 故必可分出勝負。 

另外，若 n= 22 −+ kk  

可產生 kk CkCkk 2
1

2
2 )12()3( ⋅++⋅−− + =

2
452 234 kkkk −−+

 條對角線，但 n 邊形

(n= 22 −+ kk )有
2

6542 234
2

22

2 +−−+
== −+ kkkkCC kkn 條對角線。 

顯然， kk CkCkk 2
1

2
2 )12()3( ⋅++⋅−− + 2

22
2 −+=< kkn CC 故不一定可分出勝負。 

我們用『柯西不等式』的方法證明 22 −+= kkn 是滿足下列三式的最小整數， 

n
n

i

x CC i
2

1
2 ≤∑

=

……………….………………….  

2

11

2

1

2 )()1()( ∑∑∑
===

≥⋅
n

i
i

n

i

n

i
i xx ……………….….  

∑
=

≤+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ × n

i
ix

k
nn

1

1 ………………………………   ( [ ]為高斯符號) 

證明： 
在參考資料［1］中已經證明了 12 −+= kkn 不滿足上列三式。 
我們在這裡要證明的是 22 −+= kkn 滿足上列 3 個式子。 

由 、 得 )1()()(1
1

2

1

−⋅≤−⋅ ∑∑
==

nnxx
n

n

i
i

n

i
i  

令 rx
n

i
i =∑

=1
，則上式為 )1(1 2 −⋅≤−⋅ nnrr

n
⇒. )1(22 −⋅≤⋅− nnrnr …….  

又 22 −+= kkn ，因此，
k

kkkk
k
kk

k
nn 4)(4)()2( 22222 ++⋅−+

=
−+

=
×  
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那麼， 432)1(42 2323 −−+=+−++=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ × kkkkkkk

k
nn  

由 知： 3321 23 −−+=+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ × kkk

k
nn r≤  

只要取 =r 332 23 −−+ kkk  代入 ，經計算得： 
左式： 315753 24562 +++−+=⋅− kkkkkrnr  
右式： 121691343)1( 234562 −++−−+=−⋅ kkkkkknn  

015152)()1( 423422 ≥−≥−+++=⋅−−−⋅ kkkkkrnrnn  
 
三、二人對奕的必勝法則： 
    在電影《美麗境界》中男主角與其同窗好友在公園下圍棋，男主角最後輸了，但是

他卻無法接受這個結果，原因是他先下的為何會輸？以下我們先說明在兩人對奕的遊戲

中，遊戲在有限步驟內完成且有勝負之分，那必定存在著『必勝法則』，我們只是主張存

在，但像是象棋、圍棋……等太過複雜的遊戲必勝法則有可能也相當複雜故先下棋者不

可能步步都下得精準，而這也是棋藝吸引人的地方。 

 
(引理)：兩人對奕的遊戲中，遊戲在有限步驟內完成且有勝負之分，那必定 

       存在著『必勝法則』。 

證明：(數學歸納法) 

    我們對於『步數』做數學歸納法：若遊戲進行一步就結束，則先下者為贏或輸。因

此，有『必勝法則』。 
    若遊戲進行兩步就結束，則進行完第一步後，再下一步則必分勝負。因此，下第一

步者必當盡量使其達到必勝的狀況，除非所有情況都導致先下者敗，所以必有『必勝法

則』。 

    假設遊戲進行 n 步就結束，由前 n=1、2 時，存在著『必勝法則』。 

設 n=k≧2 時存在著『必勝法則』，則 n=k+1 時，當先下者下了第一步時，此時，遊戲變

成 k 步結束，由前假設必有『必勝法則』，可能是先下者也可能是後下者。若先下者下的

第一步可使其達到 n=k 的必勝狀態，則先下者便有『必勝法則』；反之，若先下者在下第

一步後無法達到 n=k 的必勝狀態，則後下者有『必勝法則』。則 n=k+1 時確實存在著必

勝法則。故由數學歸納法得證。 

 

    前面已經證明若甲、乙兩人在 5× 5 的棋盤中以黑、白棋輪流下子對奕必可分出勝負，

在這裡我們將要說明在先下子者不下錯棋的情況之下，只需要在 4× 4 的棋盤中就能以『必

勝法則』取得勝利。 

 
必勝法則： 

由前的實驗結果，我們歸納出一個必勝法則：『先下者保持攻勢，導致三點共線。』這個

策略會造成 T 形、L 形、N 形(T、L 合型)雙死棋的局面(如圖對方無法挽救的情況)。另

外，我們稱圖中的虛線為軌道。 
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(圖十四) 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、在 n× m (n< m)的棋盤中，k 人對奕，最大的和局階數。 
  (一)、在 3 × m 的棋盤中，若兩人對奕(k =2)，至少為 7 才一定能分出勝負。我們用『數 
       圖轉換法』很快地知道右邊兩個三角形共 6 條對角線而左邊方格中每列有 3 個， 

       最少產生一個同列同色，即 12
2 =C ，故至少需要 7 列以上才會使得在右邊三角形 

       的對角線產生重疊的情況。 

黑棋 1、2只有一個在軌道上 黑棋 1、2都不在軌道上，但同行。 

黑棋 1、2都不在軌道上，但同列。 黑棋 1、2都不在軌道上，且不同列、

不同行。 

黑棋 1、2都不在軌道上，但同行。

有一黑棋與白棋同列。 

黑棋 1、2都不在軌道上，但同列。 

又與白棋同列。 

?

12

2

3 3

1

44 5

?

? ?

51

1

2

2

33

4 4

?

?

?

12 2

3 3

1

44

5

?

?

?

12 2

3 3

1

44

5

?

?

5 6

11

?

2

2

33

44 5

?

?

12

2

3 3

1

4

4

5 ??
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      在 3 × m 的棋盤中，若三人對奕(k =3)是可能無法分出勝負的。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
故我們知道，在 n× m (n< m)的矩形棋盤中，k 人對奕，若要保證能分出勝負，必須滿足

條件： nk <  
 
 
 
我們再舉一個例子： 
  (二)、在 4×m 的棋盤中，情況又是如何？ 
       若兩人對奕(k =2)，則 7≥m ；若三人對奕(k =3)，則 19≥m  
 

A B C

C

白棋 黑棋

A

B
C

A

B

(圖十五) 

A B C

(圖十六)
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同樣地，在 4×m 的棋盤中最少會有一組同列同色列 1C2
2 = ，而四邊形

共有 6C4
2 = 條對角線，三種顏色共產生 3×6＝18 條。因此，必須 19 列

才能保證必可『分勝負』。 

因為黑、白棋同列同色列最少的情況分別為 1C2
2 = 及 1C2

2 = ，而四邊形

共有 6C4
2 = 條對角線。因此，必須 7 列才能保證必可『分勝負』。 

A

B C

白棋 黑棋

D A

B C

D

A B C D

(圖十七) 

C

DA

B

白棋

灰棋

A

B C

D

A B C D

黑棋

A

B C

D

(圖十八)
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  (三)、接下來我們討論在 n× m (n< m)的棋盤中，最多可以供 1−n 個人遊戲。此時， 

       1)1(
2
1 2 +−⋅≥ nnm  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    若有 1−n 個人遊戲，每一列最少產生一組兩個棋同色，此時，在右邊都對照的 1−n 個

凸 n 邊形中便會產生一條對角線，而右邊總共有 )1(2 −⋅ nC n 條對角線，故至少要

1)1(2 +−⋅ nC n 1)1(
2
1 2 +−⋅= nn 列才能使得遊戲能分出勝負。 

 
五、在公差為 1 的等差 n 階三角形的棋盤中，二人對奕，最大的和局階數為 4，即 5 階 
    三角形棋盤必可分出勝負。 
    以下是我們實驗的紀錄。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3

1

3

1

2 2 4

1

      白: 先(勝)
黑:  後

      白: 先(勝)
黑:  後

2

3

1

3

1

2 2

4

(圖十九)

A B C D
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(圖二十) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      白: 先(勝)
黑:  後

4

3

14

3

1

5

2 24

      白: 先(勝)
黑:  後

3
1

4

3

1

5 22

4

3

5

      白: 先(勝)
黑:  後

3

1 31 2

2

4

      白: 先(勝)
黑:  後

6

1

4

3

1 52

2

4

3

3

4 3

1

5

2 2

4

7

      白: 先(勝)
黑:  後

1

      白: 先(勝)
黑:  後

8

1

43

1 52

2

4

3

      白: 先(勝)
黑:  後

9

31

3

1

2 2 4

      白: 先(勝)
黑:  後

10

3

1

3

1

2 2

4
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證法 1： 
由所有 4 階和局來討論最底下一排不能再加 5 個棋子。 
情況 1： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
可以在三邊再加一列 5 顆棋如下圖， 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(圖二十一) 

A B C D E

說明： 
1、若 A 為黑則 B、D 為白，白 
  棋勝。 
2、若 A 為白則 C、E 為黑，黑

棋勝。 

(圖二十二) 

A

B

C

D

E

A

B

C

D

E

說明： 
1、若 A 為黑則 C、E 為白，白 
  棋勝。 
2、若 A 為白則 B、D 為黑，而 

後 E 為白。若 C 為白則白棋

勝；若 C 為黑則黑棋勝。 

(圖二十三) 
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情況 2： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
可以在三邊再加一列 5 顆棋如下圖， 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(圖二十五) 

A B C D E

說明： 
1、若 A 為黑則 B、D 為白，白

棋勝。 
2、若 A 為白則 C、E 為黑，黑 

棋勝。 

(圖二十六) 

A

B

C

D

E

說明： 
1、若 A 為黑則 D、E 為白，而 

後 B、C 均為黑，結果黑棋勝。 
2、若 A 為白則 B、C 為黑，黑 

棋勝。 

(圖二十四) 
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證法 2： 
 (Ramsey 數的想法) 
在三角棋盤中，我們對於底邊的黑、白棋作討論： 
(1)、底邊為 5 白棋： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A

B

C

D

E

說明： 
1、若 A 為黑則 C、D 為白，白

棋勝。 
2、若 A 為白則 B、E 為黑，而

後 C、D 為白，白棋勝。 

(圖二十八) 

1

2

1 1 11

2 22

2 2 2

22

2
說明： 
  若底邊為 5 白棋，則其餘空格

須呈黑棋，如左圖，黑棋勝；否

則白棋勝。 

(圖二十九) 

A

B

C

D

E

說明： 
1、若 A 為黑則 C、E 為白，白

棋勝。 
2、若 A 為白則 B、D 為黑，而 

後 C、E 為白棋勝。 

(圖二十七) 
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(2)、底邊為 4 白棋、1 黑棋： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3)、底邊為 3 白棋、2 黑棋： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1 11 1

2

22

2

2

2

說明： 
  如圖三十、三十一、三十二，

底邊為 4 白、1 黑棋者，必可分

出勝負。 

(圖三十二) 

1

2

1 1

22

2

1 1 1

2

1 1

2

2

2

1 1

(圖三十三) (圖三十四) 

1 1 1 1 1

222

2 2

2

1 1 111

2

2

2

2

22

(圖三十) (圖三十一) 
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證法 3： 
在 5 階公差為 1 的等差三角棋盤中，有 1+2+3+4+5=15 個子、1+(1+2)+ (1+2+3)+(1+2+3+4)=20

個三角形，而每一個子都是不同的 4 個三角形的其中一員。因此我們將這一個問題轉化

為在 20*15 的格子中填入子與三角形的關係，那該表中最少可以刪掉幾行才能使的每一

列的圈圈數少於 3 個？ 
經過我們試驗的結果，發現：最少刪掉 7 行便可以達到每一列的圈圈數少於 3 個，轉換

到三角棋盤上即最多可以下同色棋 7 顆而不產生與原三角形相似的情況。 
 

1

2

11

2

2

2

1 1

3

3

4

4

1

2

11

2

2

2

1 1

3

3

4

(圖三十五) (圖三十六) 

1

2

1 1

2

2

2

11

3

3

4

5 6

6

說明： 
  同樣地，由上圖三十三到三十

七可以知道底邊為 3 白棋、2 黑

棋的情況必可分勝負，而這個想

法是來自於 Ramsey 數的靈感。 

(圖三十七) 
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(圖三十八) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
六、在公差為 1 的等差 n 階棋盤中，二人對奕，必勝法則。 
    保持攻勢，導致 3 點連線，必勝。故先下者有『必勝法則』。 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

no

11no

nono

2

BA C D E F G IH J K L M N O

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

12

20

11

13

15

14

16

18

17

19

BA C D E F G IH J K L M N O

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

12

20

11

13

15

14

16

18

17

19
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(圖三十九) 

(圖四十) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
七、在公差為 1 的等差 n 階棋盤中，3 人對奕，最大的和局階數。 
    我們猜測這個問題與 Ramsey 數有關（討論五），已知 17)3(3 =r ，對應到我們的三角 
    棋盤中的遊戲為 16 階必可分出勝負。故當 k=3 時，我們做出一個 15 階的和局(如圖 
    四十) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

11

2
2?

11?

3

2

說明： 
如圖，先下棋者第一步須下在白色

1 號位置，之後不論黑棋如何下白

棋均可達到三點一線的情況，而這

也就是必勝狀態。 



 28

陸、研究結果： 
一、兩人對奕，最大和局階數為 4×4，換句話說，在 5×5 的棋盤中必可分勝負。 
二、k 個人在 n×n 的棋盤中進行遊戲出現和局的最大階數為 22 −+= kkn 。 
    換句話說，在 n= 12 −+ kk 的 n×n 棋盤中 k 人遊戲必可分出勝負。 
三、雖然在 5×5 的棋盤中理論上才必能分出勝負，但是，在遊戲的過程中先下者有『必 
    勝法則』：T、L 以及混合形必勝棋招。 
四、在 n× m (n< m)的棋盤中，k 人對奕，必須滿足條件：k< n。而當 k＝ 1−n 時， 

    1)1(
2
1 2 +−⋅≥ nnm 才能保證必可分出勝負。 

五、在公差為 1 的等差 n 階三角棋盤中，二人對奕，最大的和局階數為 4。換句話說，5 
    階的三角棋盤必可使 2 人進行遊戲分出勝負。 
六、在公差為 1 的等差 n 階三角棋盤中，二人對奕，存在必勝法則。 
七、在公差為 1 的等差 n 階棋盤中，3 人對奕，最大的和局階數為 15。這個結果跟我們 
    猜測三角棋盤上的遊戲跟著名的『Ramsey』數等價。 
 

柒、討論： 
 一、如果我們將上(圖三十九)中的『直角三角形棋盤』轉為圖中的另一種形狀會使遊戲

者更 
     更容易上手。 
 二、我們猜測三角棋盤的模型跟特定『Ramsey』數等價。雖然沒有成功地給出證明，

但是 
     在過程中我們也獨立發現在高二數學中的『巴斯卡公式』5 階三角棋盤中三角形與

空格 
     的關係： 
     棋子空格個數：1+2+3+4+5=15 
     相似三角形個數：(1)+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)=20 
     n 階三角棋盤中三角形與空格的關係： 

     棋子空格個數：1+2+……+(n-1)+n= 1
2

1

+

=

=∑ n
n

k

Ck  

     相似三角形個數：(1)+(1+2)+……+(1+2+……+(n-1))=∑
−

=

+++
1

1

)...21(
n

k

k  

     1
32

4
2

3
2

3
32

4
2

3
2

2
2

1

1

1
2 ............ +

−

=

+ =++++=++++== ∑ nnn
n

k

k CCCCCCCCCC  

    （巴斯卡公式： 1
11
+
++ =+ n

k
n
k

n
k CCC ） 

 三、對應到 Ramsey 數的模型： 
    將 5 階三角棋盤中三角形與空格對應到六邊形中關於對角線與凸六邊形中任意三頂

點所 
    成的三角形個數的關係： 
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    對角線共 15C6
2 = 條；三角形個數為 20C6

3 = 個。 

    因此，我們有相當充足的『直覺』支持我們猜測這兩個模型的等價關係。 
 
 
四、10 個男人 7 個傻、8 個呆、9 個壞還有 1 個人人愛，試問：這 10 這男人中至少有幾

個又 
    呆又傻又壞？ 

我們另這 10 個男人為宇集 U、7 個傻男人為集合 A、8 個呆男人為集合 B、9 個壞男 
人為集合 C，這個問題轉換為：已知 10)( =Un 、 7)( =An 、 8)( =Bn 、 9)( =Cn 、

1)( =′∩′∩′ CBAn ，求 )( CBAn ∩∩ 的最小值為何？ 
)()()()()()()( CBnCAnBAnCnBnAnCBAn ′∩′−′∩′−′∩′−′+′+′=′∪′∪′   

)( CBAn ′∩′∩′+  
⇒ )(2123)( CBAnCBAn ′∩′∩′⋅−++≤′∪′∪′  (因為 )()( CBAnBAn ′∩′∩′≥′∩′ ) 
⇒ 12123)( ⋅−++≤′∪′∪′ CBAn  
⇒ =∩∩− )()( CBAnUn 12123)( ⋅−++≤′∪′∪′ CBAn = 4     (由狄莫更定律) 
⇒ 6410)( =−≥∩∩ CBAn  
故至少有 6 個男人又呆又傻又壞！ 

 
五、特殊 Ramsey 數的模型： 
        在六個人的團體中，他們任兩人如果不是互相認識，就是互相不認識。那麼，這六 
    個人中必有三個人彼此互相認識或者互相不認識。要達到三個人彼此互相認識或者互相 
    不認識這各條件至少需為 6 個人的團體，換句話說，五個人的團體裡是無法達到上述的 
    條件的。記為： 6)3( =r 。 
    在下圖中，實線代表互相認識，虛線代表不認識。 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

捌、結論： 
     我們大膽地猜測三角形棋盤階數與特定 Ramsey 數( )3(kr )有密切的關係。於是從網

C D

F

EB

A
A

B

C D

E
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路上去搜尋關鍵字 Ramsey 數，發現了令人驚奇的結果，一則以喜、一則以憂。 
    喜的是大部分的 Ramsey 數至今尚未確定，現有的研究都只是做它的上、下界。在

這裡我們需要的 )3(kr 尚無確定的公式表示法，最多只有

2)3()3(3)3()3(3 131 +−⋅≤≤−+⋅ −−− krkrrr kkkk ，而且除了 k=3 以外，這個上下界範圍對於其

他 k>3 的值在文獻中都被宣稱可以修正至更小的範圍。既然是尚未解決的問題，我們將

來就有機會解決它。 
    憂的是早在民國 86 年數學傳播雜誌中就已經有人發表過一篇名為《棋盤染色問題與

二部 Ramsey 數》的文章，在這裡我們必須一再強調的是，我們絕無抄襲的行為，該篇

文章與我們作品的某一部份確有雷同之處，但是處理的手法和觀點顯然不同，我們的團

隊一度非常沮喪，但是老師鼓勵我們說：「能夠與大學教授不約而同地做同一件事情，是

相當榮幸的，可能那位教授在你這個年齡時還沒想過這個問題呢！」 
 

玖、參考資料及其他： 
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［2］ 高中數學課本第一冊、第四冊。（各版本） 

［3］ Wolfgang Slany (1999). Graph Ramsey games. DBAI Technical Report.  
Retrieved November 5, 1999,  from http://xxx.lanl.gov/abs/cs.CC/9911004 

［4］ Radziszowski, S. P.  Small Ramsey Numbers. Electronic J. Combinatorics Dynamical 
Survey DS1, 1-42, Jul. 4, 2004,  from http://www.combinatorics.org/Surveys/DS1  
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