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再談平面分割問題以及探討尤拉定理在平面上的推廣 

壹、摘要 

猶記得寒假上數學輔導課的時候，教師拿著正多面體要我們學習立體幾何的學問，並且

探討尤拉定理，於是我就突發奇想，如果我們將此凸多面體以「平面」的眼光來看待時，

立體空間的邊長就變成了平面的分割直線，那麼尤拉定理是否仍適用於平面圖形呢？或

是有所改變呢？這個問題引起我研究平面分割的相關問題的動機。其實「研究 n 條直線

可以將一平面分割成多少區域」這個主題在以前有很多人研究過，而我想推廣為更多圖

形分割平面的相關問題，看看是否能由尤拉定理推導出相關理論出來。 

貳、研究目的 

一、研究直線分割平面的相關問題及尤拉定理的推廣。 

二、研究多邊形分割平面的相關問題及尤拉定理的推廣。 

三、研究圓形分割平面的相關問題及尤拉定理的推廣。 

四、研究拋物線分割平面的相關問題及尤拉定理的推廣。 

參、研究工具 

紙、筆。 

肆、研究過程 

讓我們表列正多面體回顧一下尤拉公式： 

正多面體 頂點數 稜數 面數 
尤拉公式 

V－E＋F＝ 

 

4 6 4 2 

 

8 12 6 2 

 

6 12 8 2 

 

20 30 12 2 



 2 

 

12 30 20 2 

若將上圖之正四面體以平面眼光來看，就等同於一個六條直線形成的直線網，如圖： 

我們將尤拉定理的頂點改為線段的交點數 V、面數改為封閉空間的面數 F、稜線改為不

同的線段數 E 則，我們可以發現此圖之 V＝5、E＝8、F＝4，則 V－E＋F＝1，若再將此

圖之每條直線無限延伸，則可得到另一圖： 

 

 

 

 

 

如圖，若將頂點數仍設為交點數、面數增加為所有包含無限及有限的區域面、線段包含

所有有限及無限的線段，則我們發現 V＝5、E＝20、F＝16，則 V－E＋F＝1，所以要探

討平面分割問題，以右邊之圖形較為恰當，而左邊之圖形包含在右邊圖形之中。 

看過很多資料，對於平面分割只僅限於多少條直線可以將平面分割為多少空間，但我發

現平面分割可以研究的問題還很多，包含分割之平面數、封閉空間之數目、三角形之最

大面數、及尤拉定理的推廣，以及若直線改為多邊形及圓形來分割平面，這些結果又會

如何？尤拉定理在此是否為 V－E＋F＝1 之恆等式？ 

一、直線分割平面的相關問題及尤拉定理的推廣： 

圖形（兩直線平行） 圖形（兩線交叉） 
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圖形（其中兩線平行） 圖形（三線交於一點） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖形（三線互不平行） 圖形（兩組平行線） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

頂點數（V）：0 

分割之平面數（F）：3 

線段數（E）：2 

V－E＋F＝1 

封閉面數：0 

三角形面數：0 

頂點數（V）：1 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：4 

V－E＋F＝1 

封閉面數：0 

三角形面數：0 

頂點數（V）：2 

分割之平面數（F）：6 

線段數（E）：7 

V－E＋F＝1 

封閉面數：0 

三角形面數：0 

頂點數（V）：1 

分割之平面數（F）：6 

線段數（E）：6 

V－E＋F＝1 

封閉面數：0 

三角形面數：0 

頂點數（V）：3 

分割之平面數（F）：7 

線段數（E）：9 

V－E＋F＝1 

封閉面數：1 

三角形面數：1 

頂點數（V）：4 

分割之平面數（F）：9 

線段數（E）：12 

V－E＋F＝1 

封閉面數：1 

三角形面數：0 
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圖形（其中兩線平行，且三線交於一點） 圖形（四線互不平行） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖形（五線，其中兩組平行線） 圖形（五線，其中一組平行線） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

頂點數（V）：3 

分割之平面數（F）：9 

線段數（E）：11 

V－E＋F＝1 

封閉面數：1 

三角形面數：1 

頂點數（V）：6 

分割之平面數（F）：11 

線段數（E）：16 

V－E＋F＝1 

封閉面數：3 

三角形面數：2 

頂點數（V）：8 

分割之平面數（F）：14 

線段數（E）：21 

V－E＋F＝1 

封閉面數：4 

三角形面數：3 

頂點數（V）：9 

分割之平面數（F）：15 

線段數（E）：23 

V－E＋F＝1 

封閉面數：5 

三角形面數：3 
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圖形（五線互不平行） 圖形（六線，其中一組平行線） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖形（六線互不平行） 圖形（一組三線共點） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、三角形分割平面的相關問題及尤拉定理的推廣： 

頂點數（V）：10 

分割之平面數（F）：16 

線段數（E）：25 

V－E＋F＝1 

封閉面數：6 

三角形面數：4 

頂點數（V）：14 

分割之平面數（F）：21 

線段數（E）：34 

V－E＋F＝1 

封閉面數：9 

三角形面數：6 

頂點數（V）：15 

分割之平面數（F）：22 

線段數（E）：36 

V－E＋F＝1 

封閉面數：10 

三角形面數：6 

頂點數（V）：12 

分割之平面數（F）：20 

線段數（E）：31 

V－E＋F＝1 

封閉面數：8 

三角形面數：7 
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頂點數（V）：5 

分割之平面數（F）：3 

線段數（E）：6 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：4 

分割之平面數（F）：3 

線段數（E）：5 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：8 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：10 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：7 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：9 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：6 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：8 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：5 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：7 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：10 

分割之平面數（F）：5 

線段數（E）：13 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：12 

分割之平面數（F）：7 

線段數（E）：17 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：8 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：10 

V－E＋F＝2 
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三、圓形分割平面的相關問題及尤拉定理的推廣： 

 

頂點數（V）：9 

分割之平面數（F）：5 

線段數（E）：12 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：10 

分割之平面數（F）：6 

線段數（E）：14 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：13 

分割之平面數（F）：6 

線段數（E）：17 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：15 

分割之平面數（F）：8 

線段數（E）：21 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：7 

分割之平面數（F）：5 

線段數（E）：10 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：8 

分割之平面數（F）：7 

線段數（E）：13 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：10 

分割之平面數（F）：6 

線段數（E）：14 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：12 

分割之平面數（F）：7 

線段數（E）：17 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：9 

分割之平面數（F）：5 

線段數（E）：12 

V－E＋F＝2 
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頂點數（V）：0 

分割之平面數（F）：3 

線段數（E）：2 

V－E＋F＝1 

頂點數（V）：1 

分割之平面數（F）：3 

線段數（E）：2 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：2 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：4 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：0 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：3 

V－E＋F＝1 

頂點數（V）：1 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：3 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：2 

分割之平面數（F）：4 

線段數（E）：4 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：3 

分割之平面數（F）：5 

線段數（E）：6 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：4 

分割之平面數（F）：6 

線段數（E）：8 

V－E＋F＝2 

頂點數（V）：6 

分割之平面數（F）：8 

線段數（E）：12 

V－E＋F＝2 
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