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壹壹壹壹、、、、摘要摘要摘要摘要 

n 維空間的超立方體 其頂點為 n 維空間中的點，每一位坐標均為 0 或 1，兩個點若只有

一位坐標不同代表有邊相連。對於一個圖 ，取一個點集，使得這一堆點，以及所有與這些點

有邊相鄰的點的聯集，恰好為整個圖，就稱它為圖 的控制集。點數最少的控制集其點數定為

圖 的(最小)控制數，記為 。我們證明 ， ， ， ，

， ，當 ， 。 

 

貳貳貳貳、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機 

國一寒假時，老師讓我們看了一本書叫「棋盤上的數學」，裡面介紹了許多有關圖論的知識，

例如：若干個皇后在西洋棋裡如何擺放才能將所有格子全部蓋住。老師也介紹了控制數（也就

是書中提到的外固數）的概念，還讓我們看了一個 n 維空間立方體的影片，引起我們對 n 維空

間超立方體最小控制數極大的興趣，因此我們便想以此做為研究主題。 

 

參參參參、、、、研究目的研究目的研究目的研究目的 

1. 了解超立方體的構造及其基本性質。 

2. 求出 Q1、Q2、 Q3、 Q4、 Q5、 Q6、Q7 及 Q8 的最小控制數。 

3. 了解「拈」，抓 k堆遊戲的致勝方案。 

4. 研究 Qn 最少控制數是否恰為
1

2

+n

n

。並應用問題 3 的結論解決此問題。 

 

肆肆肆肆、、、、研究器材研究器材研究器材研究器材 

紙、筆、頭腦 

 

伍伍伍伍、、、、研究過程研究過程研究過程研究過程、、、、討論及結果討論及結果討論及結果討論及結果 

一、超立方體的基本結構及一些表示法 

 

從影片我們知道，n維空間的超立方體，可由以下步驟得到：將一個

1−n 維超立方體再複製一遍，再將每一對新舊兩點連一條邊。因此可以

知道 n 維超立方體共有 n2 個點。若將超立方體的頂點坐標化，發現二維

立方體的頂點可以表示為(0,0)、(0,1)、(1,0)及(1,1)四個點；而三維立方體的

八個頂點可以表示為(0,0,0)、(0,0,1)、(0,1,0)、(0,1,1)、(1,0,0)、(1,0,1)、(1,1,0)、

(1,1,1)。也恰為二維立方體的四個點，在第三位坐標分別加上 0 或 1。其中

的兩個如果只有一位不一樣，則這兩個點有邊相連。超立方體 nQ 也確實是

這樣定， nQ 的點表示成有 n 位坐標，每一位都是 0 或 1，兩個點如果只有

一位不同則這兩個點有邊相連。 

Q1 

圖一  Q1 與 Q2 

 Q2 



 2 

在研究 Q4、Q5 的過程，我們發現 Qn 可以有不同的表示法。以 Q4 為例：Q4 是將 Q3 再複製

一次，並將對應點連邊所形成。而一個 Q3 又是從 Q2 產生的，如此，Q4 也可以看成用 Q2 經兩

次複製後對應點連線的過程表示(如圖二)；即可發現當我們將四個 Q2 相互的對應點之連線視為

四條粗線時，便不難看出若將四個 Q2 各視為一點時，四個 Q2 便再組成一個更大的 Q2(如圖三)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

於是我們認為，Qn 除了可由 Qn-1 經複製且對應點連線組成一個將兩個 Qn-1 各視為點的 Q1

外，也可由 Qn-2 經兩次複製後組成一個以 Qn-2 為點的 Q2。在跟老師討論後，我們知道卡氏乘積

的意義，也知道 Qn 可以看成 Qn－1□Q1，也可以看成 Qn－2□Q2 或是 Qn－i□Qi。 

 

當維度很大時，這樣的表示法有時候也不容易討論，因此引入另一種表示法。我們將超立

方 Qn 體的一點(x1,x2,x3.....xn)中，將所有值為 1 的 x 的下標數字重新組成一個數，由小到大排列，

例：(0,1,0)表示為 2，(1,0,0,0)表示為 1，(0,1,0,0,1)表示為 25。 

有了這個表示方法，我們可以將任何的 Qn 表示為「層狀圖(Layer Graph)」。我們將 0 稱為

第 0 層，將只有一位數的稱為第一層，有兩位數的稱為第二層，依此類推。第 k層的點數為 n

kC

與第 n－k層的點數 n

knC −
是一樣的。對照原本的定義，兩個點差一位代表有邊相連，在層狀圖則

被轉換成，兩個點如果只相差一個數代表有邊相連。因此我們知道兩個點如果在同層，或差兩

層以上就不可能相連。 

 

圖二 
藍線：第一次複製之連線 

橘線：第二次複製之連線 

圖三 
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圖四 Q4 層狀圖 
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例如 Q4 可以用圖三表示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在棋盤上的數學一書中，我們知道從西洋棋的皇后問題引出了最大獨立集(內固數)及最小

控制集(外固數)的問題。我們將其定義敘述如下：取一個點集，使得這一堆點，以及所有與這

些點有邊相鄰的點的聯集，恰好為整個圖，就稱它為控制集，控制集中所包含的點稱控制點。

一個控制點可以控制本身及跟自己有邊相連的點，就好像一個警衛可以看守自己這個點還有它

眼力可達的點。一個圖 G 的(最小)控制數定為最少點數的控制集所有的點數。我們的問題就是

研究超立方體的控制數，也可以看成最少需要放幾個城堡才能看守住超立方體的每一個點。 

 

 

二、Q1 到 Q7 的最小控制數 

(一) Q1 的最小控制數 γ (Q1)=1： 

明顯可知 Q1 的控制數為 1，記為 γ (Q1) = 1。圖五為 Q1 

最小控制的一種表示法。 

 

(二) Q2 的最小控制數 γ (Q2)=2 

明顯可知 Q2 的控制數為 2，記為 γ (Q2) = 2。圖六為 Q2 

最小控制的一種表示法。  

 

(三) Q3 的最小控制數 γ (Q3)=2 

Q3 有 8 個點，如圖七所示，最小控制數為 2，記為 

γ (Q3) = 2。從結果中也可以看出，在 Q3 當中，每一個 

控制點可以控制的點數(包括自己)為 4 個，而每一控制 

點所控制到的都不重複，所以恰好 γ (Q3)=2
3
÷4=2，我 

們稱之為「完美情況」。 

 

 

 

  圖六 Q2 最小控制 

  圖七 Q3 最小控制 

圖五 Q1 最小控制 


















	封面0304 13.pdf

