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摘要

研究起源於平分圓的問題：平面上 2 1n  個點 ( )n ，其中任三點不共線，任四點不共圓，

任取三點可決定唯一的圓，若 2 1n  個點，三個點在圓上，圓內、外都各為 1n 個點，則此

圓為平分圓，在 Federico Ardila 教授的論文中[4]，得平分圓個數為 2n 個。我們將圓改成拋物

線，則平分拋物線的個數是幾個？(平面上 2 1n  個在一般位置上的點，其中任三點不共線，

任四點不共拋物線，將對稱軸方向固定後，任兩點連線不與對稱軸平行，則任取三點可決定

唯一的拋物線，若 2 1n  個點，三個點在拋物線上，拋物線內、外都各為 1n 個點，則此拋

物線為平分拋物線)

研究結果與平分圓相同：平面上 2 1n  個在一般位置上的點，平分拋物線個數為 2n 個，接

著推廣至 ( )a b 拋物線(若 2 1n  個點，三個點在拋物線上，拋物線內、外分別為 a個點和b 個

點或b 個點和 a個點，其中 2 2a b n   ，且 a b ，則此拋物線為 ( )a b 拋物線)， ( )a b 拋

物線個數為 2( 1)ab a b   個。

研究是建立在平分圓的論文上，但在將圓改成拋物線的過程中，架構便於計算平分拋物線

個數的排法時，平分圓的排法不適用，因此需採取較複雜的排法加以討論。



3

壹、研究動機

在課堂上，學習到圓與球這個單元時，老師提出了下面這個問題：在平面上有 12 n 個點

( )n ，其中任三點不共線，任四點不共圓，過任三點可決定出唯一的圓，若 12 n 個點，

三個點在圓上， 1n 個點在圓內部、 1n 個點在圓外部，我們稱這種圓為平分圓，要證明平

分圓個數的奇偶性與 n相同 ( )n （源自於 APMO1999 的第 5 題[1]），接著在 America

Mathematical Monthly 111[4]中 Federico Ardila 教授的論文對於平分圓的個數有更進一步的研

究，也精確算出其個數，在閱讀完此論文及學完圓錐曲線這個單元後我們便嘗試將圓的條件

改成拋物線，原本在圓中只需任三點不共線，任四點不共圓，即可畫出唯一的圓，但在拋物

線中必須固定對稱軸方向 (即每個拋物線的對稱軸都互相平行 )，且任兩點連線不與對稱軸方

向平行，如此過任三點才可決定唯一的拋物線，若所畫出的拋物線將剩餘的 2 2n  個點

( 2 1 3 2 2n n    )平分成 1n 個點在拋物線內部、 1n 個點在外部，我們稱之為平分拋物線，

並計算“平分拋物線”的個數。

貳、研究目的

一、 探討 12 n 個點 ( )n ，其中任三點不共線，任四點不共拋物線，現在我們將對稱軸方

向固定後，任兩點連線也不與對稱軸平行，稱為在一般位置上的點，此 12 n 個點中，

過任三點所能構成的平分拋物線個數是否為一定値？

二、 找出 2 1n  個 ( )n 在一般位置上的點，此 12 n 個點中，過任三點所能構成的平分拋

物線個數為何？

三、 探討 2 1n  個 ( )n 在一般位置上的點，此 12 n 個點中，過任三點所能構成的拋物線

內部有 a個點且外部有 b 個點，或內部有 b 個點且外部有 a個點，其中 a b ，此種拋物

線的個數是否為一定値？

四、 找出 2 1n  個 ( )n 在一般位置上的點，此 12 n 個點中，過任三點所能構成的拋物線

內部有 a個點且外部有 b 個點，或內部有 b 個點且外部有 a個點，其中 a b ，此種拋物

線的個數為何？

參、研究設備及器材

紙、筆、電腦、Word 軟體、Opera Widgets Functions 2d。
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(圖一)

肆、研究過程及方法

一、定義

(一) 文章中所提及之拋物線皆以給定的直線 L為其對稱軸方向，不失一般性，本文我們將 L 皆

取為鉛直線。

(二) 一般位置上的點：若平面上的點皆滿足任三點不共線、任四點不共拋物線、任兩點連線

不與L平行。

(三) kji PPP ( , )a b ：過平面上 12 n 個在一般位置上的點中 iP 、 jP 、 kP 三點的拋物線，且拋物

線內部有 a個點、外部有 b 個點。

二、平分拋物線

說明：平面上 12 n 個在一般位置上的點，在固定對稱軸方向的情況下任取三個點可以決定

出唯一的拋物線，若此 12 n 個點，三個點在拋物線上， 1n 個點在拋物線內部、 1n

個點在拋物線外部，則此拋物線稱為平分拋物線。

【引理 1.1】平面上 12 n 個在一般位置上的點，必可找到三點構成一平分拋物線。

(一) 取 12 n 個點中兩點 A、B，使得


AB 將平面分成兩半平面，且其餘 2 1n  個點皆落在

其中一半平面。

(二) 分別過 A、 B 作兩條直線 M 、 N 與 L 平行，令在 M 、 N 之間且在


AB 上半平面的所

有點有 p 個；在 M、N 之間且在


AB 下半平面的所有點有 q 個，且 0q 。接著將過 A、

B 兩點構成的拋物線分成兩種類型：

1.


AB 不垂直 L：(圖一)

此時過 A、 B 兩點之拋物線，其對稱軸 L可能在平面上

平行L的任意位置，扣除過 AB 中點的情況，接著將 L由

右側無窮遠處移動到左側無窮遠處，過 A、 B 兩點之拋

物線內包含的點逐一減少，其中當 L跨過 AB 中點前後

瞬間，拋物線內點的個數都是 p 個。 L移動時，拋物線

內點的個數先由 2 1n  個變成 p 個，接著拋物線的對稱軸

跨過 AB 中點時，拋物線的開口方向由上變成下，最後

拋物線內點各數再由 p 個變成 0 個。
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