
中華民國第四十八屆中小學科學展覽會 

作品說明書 

 
 

高中組  數學科 

 

040412 

鬼斧神工－多邊形的分割 

 

學校名稱：國立彰化高級中學  

作者： 

高二 楊璞安 

高二 周千貿 

高二 許博凱 

高二 陳穏緯 

 

指導老師： 

王聖輝 

 

關鍵詞： 對隅圖、點的階數、切割法



鬼斧神工──多邊形的分割 
摘  要 

    在平面上的凸多邊形內部加入有限個點，作三角化後所得到的新圖

形，稱為「三角化圖形」。為探討三角化後各點的度數，我們考慮三角化

圖形的對偶圖，藉由對偶圖的各項性質找出特殊的三角化圖形：「偶三角

圖」、「奇三角圖」、「三角正則圖」…等存在的充要條件。另外，在空間中，

針對一個三角面體進行四面體化所形成的結構，我們也做了類似的分析。 

壹、研究動機 

在數學導引輯⑨：「奇數與偶數」一書裡，証明了一個有趣的定理：將

一個三角形經過「三角剖分」後形成的圖形，其三角形個數必為奇數。(附

件一) 

我們引用尤拉公式，進而得到在三角形內部加m個點，剖分後所得的

三角形個數為2m+1。 

三角剖分的定義：給定一個凸多邊形，在其內部加入數個點，並依下

列規則加邊(線段)，使得此多邊形分割成若干個小三角形，並滿足以下條件： 

(1) 所連的線段不能相交，但是兩線段以某一給定點為端點是允許的。 

(2) 每個點只能作為小三角形的頂點，既不能作為某個小三角形內部的點也

不能作為某個小三角形的非頂點的邊界點。 

我們將「剖分」的定義稍加修改，加入第三項條件，並稱此為「三角化」： 

 (3) 只能將凸多邊形的頂點和內部的點連接，或者內部的點互相連接，而

不將多邊形上的頂點互相連接，如下圖所示： 

這樣的定義可以使得我們的三角化圖形轉換為對偶圖後，可以用一種

切割的變換創造出所有的對偶圖，不會遺漏，因此增加第三個條件。 
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貳、研究目的 

研究下列圖形或多面體存在的充要條件： 

一、 k三角正則圖GBkB 

二、 奇三角圖GB2,1 B 

三、 偶三角圖GB2,0 B 

四、 GBa,r B 

五、 k四面體正則圖SBkB 

六、 奇四面體圖SB2,1 B 

七、 偶四面體圖SB2,0 B 

參、研究設備及器材 

電腦、Microsoft Word、The Geometer's Sketchpad V4 Demo。 

肆、研究過程及方法 

一、定義與符號  

設凸n多邊形的頂點為VBi B( i＝1,2,3,…, n )，在內部加入m個點PBj B( j＝1,2,3,…, 

m)，經過三角化後的圖形稱為G(n, m)圖形。 

例如：圖 2 是一個 G(3,1 )圖形，圖 3-1 及圖 3-2 都是 G(3, 2) 圖形。 

          
但 G(3, 3) 圖形有下列四種。 

 

雖然 G(3, 3) 圖形有四種，卻都有七個三角形以及十二條線段，所以我有： 
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定理 1：對每一個 G(n, m)，都有 n+2(m－1)個三角形及 2n+3(m－1)條線段。 

證明：考慮某個G(n, m)，其三角形個數為SBΔB，線段個數為SBeB。 

因為每個三角形都有三個邊，且除外邊以外每條線段都被數了兩

次，所以內部有
2

3 nS −Δ 個邊，又總邊數為內部的邊數再加上外邊邊

數，所以我們有 eSnnS
=+

−Δ

2
3

………①  

由於三角化圖形都是平面圖，於是符合尤拉公式： 

)
2

3
(1)1()(2 n

nS
SmnSSmn e +

−
−+++=−+++= Δ

ΔΔ  

將①式代入，得到 )1(2 −+=Δ mnS ￭ (註：當n=3 時SBΔB＝2m+1 恆為奇

數)，再代入①式得到 

[ ] )1(32
2

)1(23
2

3
−+=+

−−+
=+

−
= Δ mnnnmnn

nS
Se ￭ 

定理 1 不只驗證了”數學引導輯”中的定理，也提供了一個計算凸 n 邊形三

角化後的三角形及邊的個數公式。 

二、 將 G(n, m) 圖形中每一個三角形分別用一個點來表示，若兩個三角形相鄰，

則用一條邊來連接此兩點，所得的圖形稱之為 G(n,m)的對偶圖 (dual 

graph)，記作 ),( mnG 。 

 
接在點 V 上的邊的個數就稱做點 V 的度數(degree)，記作 degV 。 

1. 每個加入G(n, m)的點PBi B的度數可對應到組成 ),( mnG 的小多邊形的邊數。 

例：圖 5-1 中deg 1P ＝4→四邊形 4321 ΔΔΔΔ ；deg 2P ＝3→三邊形 543 ΔΔΔ  
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2. G(n, m)中每個內部的三角形都可對應到 ),( mnG 中度數為 3 的點，而  

G(n, m)中每個有一邊在外部的三角形可對應到 ),( mnG 中度數為 2 的

點，因此 ),( mnG 中度數為 2 的點個數即為 n。 

例：圖 5-1 之 )2,3(G 中， 2degdegdeg 512 =Δ=Δ=Δ ， 3degdeg 43 =Δ=Δ  

3. ),( mnG 中 iΔdeg 只可能是 2 或 3。 

三角形最多三個邊，且由於頂點不能互連以至於三角形不會有兩個邊與

外部相鄰，故有 1＜ Nii ∈∀<Δ ,4deg 。 

 

4. 令 ),( jid ΔΔ 表 ),( mnG 中由 iΔ 沿著外邊到 jΔ 經過的線段數。 

例：圖 5-2 中 2),( 52 =ΔΔd ， 1),( 45 =ΔΔd ， 2),( 24 =ΔΔd (綠色部分) 

於是 G(n, m)中頂點 V 的度數對應到 ),( mnG 中 ),( jid ΔΔ +2 

例：圖 5-2 中 2),(4deg 521 +ΔΔ== dV  ， 2),(4deg 152 +ΔΔ== dV  

2),(3deg 213 +ΔΔ== dV  (其中 2degdegdeg 512 =Δ=Δ=Δ ) 

5. G(n, m)中頂點VBi B和內部點PBj B的連線對應到 ),( mnG 的外邊。 

例：圖 5-2 中在 G(3, 2)→ )2,3(G 中 (褐色部份) 

11PV → 32ΔΔ , 21PV → 53ΔΔ , 22 PV → 45ΔΔ , 12 PV → 14ΔΔ , 13PV → 21ΔΔ  

6. G(n, m)內部加入的點，互相連接的線段可對應到 ),( mnG 內部的線段： 

例：圖 5-2 中 G(3, 2)的 21PP → )2,3(G 的 43ΔΔ (紅色部分) 
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綜合 1.~5.我們可得： 

 G(n, m) ),( mnG  
變換 三角形 點 

頂點互連的線段（外邊） 沒有對應 
頂點和 P 點連接的線段 外邊 

P 點互連的線段 內部線段 
點 多邊形 

V 點(頂點) ),( jid ΔΔ +2 

性質 

點的度數 
P 點(加入的點) 多邊形的邉的個數 

一、造出對偶圖的方法： 
    首先我們觀察對偶圖 )1,3(G 、 )2,3(G 與 )3,3(G 之間的關係： 

)1,3(G 剛好是一個三角形，如圖 6： 

 

如圖 7，將 )2,3(G 中度數為 2 的點 

(綠色的點)拉開，作為一個三角形 

的頂點，可得一圖，稱此圖為 

「標準對偶圖」。 

觀察後，猜測標準對偶圖 )2,3(G  

為 )1,3(G 切一刀後形成： 
 

繼續觀察標準對偶圖 )3,3(G (如圖 8-1) 
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     猜測：將 )2,3(G 再切一刀，發現可造出不同的標準對偶圖 )3,3(G 。(如圖 8-2) 

 
(由於標準對偶圖有此特性，以下我們所探討的 ),( mnG 都是標準對偶圖) 

我們稱切一刀的動作為CBp B變換：  

在 )3,3(G 上選定一個多邊形，任取兩個邊並在這兩個

邊上各取一個點將這兩個點連接起來，形成兩個多邊形，

此過程叫做CBp B變換，如圖 9。CBpB變換所取的兩個端點，均稱

為切割點，如圖 9。 

由於以上的發現，我們猜測有性質 1： 

性質 1：將 )1,(nG 做了 1 次CBp B變換會形成 )2,(nG ，若做了m-1 次CBp B變換會形

成 ),( mnG ，亦即 ),())1,((1 mnGnGC m
p =−  

證明：詳見附件二 

利用性質 1，我們發現以下可以創造所有對偶圖的方法： 

方法一：假設我們欲畫出的三角化圖形為G(n, m)，那麼只要從最原始的

對偶圖 )1,(nG 開始做m－ 1 次CBp B變換後即可得到 ),( mnG ，再對應回三角

化圖形即可得到所求之G(n, m)。 
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如下圖 10： 

 
伍、 研究結果 

A. 三角化 

一、若G(n, m)中每個頂點的度數都等於k，則將此圖形稱為k三角正則圖，以GBkB表

示 。我們想找出GBkB存在的充要條件。 

定理 2：GBkB存在的充要條件為 62 << k 。再者， 

(1)存在一個 G(n, m)為GB3 B的充要條件為n=3 且m=1 

(2)存在一個G(n, m)為GB4 B的充要條件為n=3 且m=3 

(3)存在一個G(n, m)為GB5 B的充要條件為n=3 且m=9 

證明：詳見附件三 

二、若G(n, m)中每個點的度數都是奇數，則此G(n, m)稱為奇三角圖，以GB2,1 B表示。

如GB3 B、GB5 B即屬之。我們想找出GB2,1 B存在的充要條件。 

定理 3：G(n, m)為GB2,1 B的充要條件為 )2(mod0≡+ mn 且 3,2≠m  

證明：詳見附件四 

三、若G(n, m)中每個點的度數都是偶數，則此G(n, m)稱為偶三角圖，記作GB2,0 B。

我們想找出GB2,0 B存在的充要條件。 

定理 4：G(n, m)為GB2,0 B，則 )3(mod0≡e 恆成立。再者， 

(1) G(3, m)中，除了m= 1、2、4 外，必有GB2,0 B存在。 

(2) G(3i, m)中， 2≥i ，當 12 +≥ im 時，皆有GB2,0 

B      B存在；當 12 +< im 時，沒有GB2,0 B存在。 

證明：詳見附錄五 
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四、給定正整數a及r ( 0 r≤ < a). 若G(n, m)中每個頂點的度數都滿足

deg deg (mod )i jV P r a≡ ≡ ，則稱它為GBa,r B。我們想找出GBa,rB存在的充要條件。 

引理 1：若存在一 G(n, m)其中 deg ,degi jV P r≥ ，則 5≤r  

證明： 

因為 deg ,degi jV P r≥  

)1(64degdeg)(
11

−+=+≤+ ∑∑
==

mnPVrmn
m

j
j

n

i
i

026))(6( >+≥+−⇒ nmnr  
5060 ≤⇒>−⇒>+ rrmn∵ ，得證。 

定理 5：若存在GBa,r B，則 5≤r  

證明： 

因為 deg deg (mod )i jV P r a≡ ≡ 0 r≤ <a，所以 deg ,degi jV P r≥  

由引理 1 可知 5≤r 得證。 

性質 1：若存在GBa,1 B，則 4,3,2=a ，若存在GBa,2 B，則 3,2=a  

證明： 

3,deg ≥PV 31 ≥+⇒ aq ( Nq∈ )即 0≠q 11 +≥+⇒ aaq 由引理 1 知

15 +≥ a 因此 315 ≥+≥ a 故 4,3,2=a 。同理可證若存在GBa,2 B，則 3,2=a   

得証。 

性質 2：若存在一G(n, m)為GBa,rB，則 

在 mk
ra

am +
−

=′
)6,(

時 ),( mnG ′ 才可能為GBa,r B，其中 Nk ∈ 。 

或在 nk
ra

an +
−

=′
)4,(

時 ),( mnG ′ 才可能為GBa,r B，B B其中 Nk ∈ 。 

證明： 

∑∑∑∑
====

−+=++′=+++=+
m

j
j

n

i
i

m

j
j

n

i
i mnrmnqaraqraqPV

1111

)1(64)(degdeg

6)6()4( −−+−=′⇒ mrnrqa  )(mod)6()6( amrmr ′−≡−⇒  

)
)6,(

(mod
ra

amm
−

′≡⇒ 故 mk
ra

am +
−

=′
)6,(

 

同理可證，若 ),( mnG ′ 為GBaq+rB則 nk
ra

an +
−

=′
)4,(

 得証。 



 - 8 -

研究發現： 

(一) 若G(n, m)為GB3,0 B，則 )3(mod0≡n  

(二) 若G(n, m)為GB3,1 B，則 )3(mod0≡m  

 (三) 當n＝3，對特定的m，存在GB3,BB0 B、GB3,BB1 B、GB4,BB0 B、GB4,BB1 B以及GB5,BB0 B 

GBa,r B GB3,0 B GB3,1 B GB4,0 B GB4,1 B GB5,0 B 

m 值, Nj ∈  4j +1 3 j 12 j+3 8 j +9 20 j+ 9 

 
 
 
 

B. 四面體化 

一、我們推廣以上研究到空間中，探討「四面體化」。 

給定一個凸多面體，在其內部加入數個點，並依下列規則加邊(線段)，使得

此多面體分割成若干個小四面體，這樣的作法我們稱為四面體化： 

(1) 這些直線段不能相交，但是兩線段以某一給定點為端點是允許的。 

(2) 每個給定點只能作為小四面體三角形的頂點，既不能作為某個小四面體

三角形內部的點也不能作為某個小四面體三角形的非頂點的邊界點。 

(3) 只能將頂點和內部的點連接，或者內部的點互相連接，但是，如果將多

面體上的頂點互相連接是不允許的。 

 

 

如同平面上的規定，我們堅守：「不能將頂點互相連接」這個條件，於是並

非所有的多面體都可以被四面體化，必須每個面都是三角形的多面體才可

以完成四面體化。空間中，若一個凸多面體的每個面都是三角形，則稱此

凸多面體為「三角面體」。 我們以 S(n, m)表示在一個有 n 個頂點的三角面

體內部加入 m 個點，並做四面體化所得的立體結構。 
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仿照平面上的步驟，我們先觀察以下含 4, 5, 6 個頂點的三角面體(如圖 11)。

發現含 6 個頂點的三角面體有兩種，均含 8 個面且 12 條邊(線段)，於是猜

測以下定理： 

 

定理 6：空間中，若一個三角面體有 n 個頂點(其中 4≥n )，則此三角面體

有 42 −n 個面以及 63 −n 條邊。   

證明：設此三角面體，面的個數為 F，線段數為 L。 

由於每個面都是三角形，於是我們有 3F=2L 恆成立。 

再利用尤拉公式：(點數)+(面數)－(稜線數)＝2 

42
2

2)
2
3(2 −=⇒

−
=−+=−+=⇒ nFFvFFnLFn  

而 63)42(
2
3

2
3

−=−== nnFL ￭ 

 

二、我們發現以下畫”對偶圖”的方法： 

我們在三角面體裡加入點做四面體化，先從加入一個點開始，我們觀察以

下幾個 S(n, 1)(只加入一個點作四面體化的圖形)，如圖 12： 
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我們將三角面體的每個頂點都連到所加入的點，使得三角面體完成四面體

化，於是可以得到 S(4, 1)、S(5, 1)以及兩種不同的 S(6, 1)，仿平面上的想法，

我們觀察圖形的對偶圖，在此“對偶圖＂的定義修改為： 

將 S(n, m)中每個四面體分別用一個點來表示，若兩個四面體有共同面，則

用一條邊來連接此兩點，所得的圖形稱之為 S(n, m)的對偶圖(dual graph)，

記作 ),( mnS 。 

於是我們將上圖的幾個 S(n, 1)轉換成對偶圖來觀察，得到 )1,4(S 、 )1,5(S 以

及兩種 )1,6(S ，再試著創造變換使得對偶圖之間可以作連結(如圖 13)： 

 

發現可以在對偶圖的某個面作CBp B變換而形成另一個對偶圖(如圖 14) 

 

於是我們定義CBspB變換：空間中給定一 )1,(nS ，選定 )1,(nS 上的

一個表面，在此面上做C Bp B變換，稱此過程為CBsp B變換，如圖 15。

變換後會得到多一個面的多面體，以CBspB(S)表示，若經過n次變

換，則以CBsp BP

n
P( )1,(nS )表示。 

於是我們有 )1,5())1,4(( SSCsp = 以及 )1,6())1,4((2 SSCsp = ， 

猜測：將一個四面體 )1,4(S 做了n－4 次CBsp B變換會形成 )1,(nS ，亦即

)1,())1,4((4 nSSC n
sp =−  
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定理 7：每個 )1,(nS 都可以由一個 (4,1)S 經過n－4 次的CBsp B變換而生成 

證明： 

1. 因為 m＝1，所以每個生成的四面體均有一面未與其他四面體相鄰，即在

)1,(nS  中每個點度數皆為 3。 

2. 由定理 5，可知若一個三角面體有 n 個頂點，面的個數為 M。則

42 −= nM ，又因為 m＝1，所以三角面體的面數 M 等於四面體的個數，

即為 )1,(nS 上度數為 3 的點數，故 )1,(nS 上有 2n－4 個度數為 3 的點。 

3. 在 )1,(nS 上任取一點，則有另一點與之相鄰，現在作一次CBsp B變換的反變

換，去掉一線段及其兩端點，則會產生一個新的圖，圖上每個點的度數

不變，且點的個數減 2。經過n－4 次C Bsp B變換的反變換後，可以得一圖，

在圖上有四個點且每個點度數為 3，所以此圖即為 (4,1)S ，故定理 7 得

證。 

利用定理 7，我們可以創造出所有的 )1,(nS 。 

接著，我們繼續探討加入 2 個點時、3 個點時等等的圖形，四面體化圖形

S(n, m)以及其對偶圖 ),( mnS 是否可以用 )1,(nS 繼續創造，觀察以下對偶圖，

如圖 16： 

 

 

 

 

 

 

 

我們將空間對偶圖用一個面去割，分割成兩個多面體，發現可以將 (4,1)S 變

換成 )2,4(S 。 
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同樣地，我們嘗試將 )1,5(S 變換成 )2,5(S ，如圖 17： 

 

三、定義CBs B變換：在 ),( mnS 中，任取一個多面體，用一平面與之相交，

並在此多面體的稜線上交出點，在面上交出線段，生成的點與線

段組成截面，此截面將原多面體分成兩個多面體，這個過程稱為

CBs B變換，如圖 18，以CBs B(S)表示。 

引理 2：在 ),( mnS 中每個度數為 4 的點，必在組成的多面體相鄰面的頂點

上。 

證明：在對偶圖中，若有一個度數為 4 的點不在組成的多面體相鄰面的頂

點上，則此點只在一個多面體上，即只有一個 P 點，在此 P 點所代

表的四面體上。因此，此四面體其餘三點均為三角面體的頂點，亦

即此四面體有一面為三角面體的面，其度數為 3，與度數為 4 矛盾，

所以此點必在組成的多面體相鄰面的頂點上，得證。 

定理 8：每個 ),( mnS 都可以由 )1,(nS 經過 m－1 次 Cs 變換而得到，即

),())1,((1 mnSnSC m
s =−  

證明： 

利用上引理 2，我們可以在 ),( mnS 圖上，去掉二多面體相鄰的面及此面

與其餘面相交成的線和此面與其餘線段相交成的點，由於去掉的點，其

度數均為 4，且剩餘的點度數不變，即相當於進行一次CBs B變換的反變換，

因此做到沒有度數為 4 的點，就得到 )1,(nS 。在 ),( mnS 中有m個多面體，

又作一次此CB s B的反變換時，新的對偶圖中中均減少一個多面體，即

),( mnS 作m－1 次CB s B的反變換可得 )1,(nS ，故定理 8 得證。 
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經由以上定理 8 及定理 7 的証明，我們可以利用CBsp B變換控制變因n，以及利

用CBs B變換控制變因m，如此可以創造出所有的 ),( mnS ，並對應回所有的S(n, 

m)，我們稱此方法為「方法二」，方法如下： 

方法二：我們首先給定一個四面體，即為 )1,4(S ，經由CBsp B變換n－4 次後得

到 )1,(nS ，再把 )1,(nS 經由CBs B變換m－1 次後得到 ),( mnS 。 

例如：將一個四面體經由CBsp B變換 4 次後得到 (5,1)S ，再把 (5,1)S 經由CBs B變換

1 次後得到 (5,2)S ，如圖 19： 

 
 

四、對偶圖的性質 
(一) 性質對應(以圖 20 為例)： 

 

1. S(n, m)中內部點PBi B的度數可對應到 ),( mnS 中某個多面體的面數。 

         例：S(5,2)中 deg 1P ＝6→ )2,5(S 的六面體 98765432 ΔΔΔΔΔΔΔΔ  

             S(5,2)中 deg 2P ＝4→ )2,5(S 的四面體 9871 ΔΔΔΔ  



 - 14 -

2. 在 S(n, m)中，有一面在外部而其餘三面都相鄰著其他的四面體的四面 

 體可對應到 ),( mnS 中度數為 3 的點，而 S(n, m)中四個面都相鄰著另一個 

 四面體的四面體可對應到 ),( mnS 中度數為 4 的點。 

       例：S(5,2)中四面體 2321 PVVV （三角形 321 VVV 在外部）→ )2,5(S 的 3deg 1 =Δ  

           S(5,2)中四面體 2121 VVPP → )2,5(S 的 4deg 9 =Δ  

       由於頂點不可以互相連接，所以不會出現有兩個面都在外部的四面體     

       ),( mnS 中 iΔdeg 只可能是 3 或 4。 

3. 定義： ),...,,( kjid ΔΔΔ 表 ),( mnS 中由 kji ΔΔΔ ,...,, 所組成的多邊形的面上

被分割的區域數，即多邊形 kji ΔΔΔ ,...,, 被分割成 ),...,,( kjid ΔΔΔ 個多邊

形。(其中 3deg...degdeg =Δ==Δ=Δ kji ) 

例：三角形 kji ΔΔΔ ,...,, 被分割成 2 個多邊形，於是 2),,( 321 =ΔΔΔd  

如此一來，S(n, m)中頂點 V 的度數對應到 ),( mnS 中 ),...,,( kjid ΔΔΔ +n  

(其中 kji ΔΔΔ ,...,, 共有 n 個，且 3deg...degdeg =Δ==Δ=Δ kji ) 

例： 3),,(5deg 3211 +ΔΔΔ== dV ， 4),,,(6deg 46312 +ΔΔΔΔ== dV  

(其中 3degdegdegdeg 4631 =Δ=Δ=Δ=Δ ) 

4. 在 S(n, m)中，除了外框 jiVV 以外的線段皆對應到 ),( mnS 中的面，而內部

點的連線 ji PP ，則對應到 ),( mnS 中在內部的面。 

例：S(n, m)→ ),( mnS 中   

21PP →三角形△B7 B△B8B△B9 B， 21PV →三角形△B7 B△B9B△B1 

22 PV →三角形△B8 B△B9B△B1 B，B  
B

23 PV →三角形△B7 B△B8B△B1 

5. 在S(n, m)中，除了表面VBi BVBj B…VBkB外，內部的面對應到 ),( mnS 中的線段 

例：S(n, m)→ ),( mnS 中 

141 PVVΔ → 32ΔΔ ， 121 PVVΔ → 93ΔΔ ， 131 PVVΔ → 72ΔΔ  
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綜合 1.~5.我們可得： 

 S(n, m) ),( mnS  
轉換 四面體 點 

頂點 V 互連的線段（外框） 沒有對應 

除外框 jiVV 以外的線段 面 

除表面VBi BVBj B…VBkB以外的面 線段 
點 多面體 

V 點(頂點) ),...,,( kjid ΔΔΔ +n 

性質 

點的度數
P 點(加入的點) 多面體的面的個數 

(二) 性質推廣 
由以上的對應，我們知道S(n, m)中的四面體，

也就是 ),( mnS 中的點，而利用CBs B變換可增加

),( mnS 中的點，但每作一次CBs B變換並非都增加

同樣多的點，可能增加 3 個點，或者增加 4 個

點，如圖 21，也就是說，原本S(n, m)中的四面體個數並不唯一，不像

平面上的三角化圖形，可以確切的數出有幾個三角形(定理 1)，於是在

空間中，我們只能求出四面體化圖形的四面體個數的範圍(有最大值及

最小值)，而線段數亦同： 

我們先證明以下兩個引理： 

定理 9：令 S(n, m)的四面體個數為 N，面的個數為 M，邊的個數為 L，

則 

(1) 
2

)1)(22(42732 −−+
+−≤≤−+

mmnnNmn  

(2) )1)(22(1051665 −−++−≤≤−+ mmnnMmn  

(3) 
2

)1)(2(641044 −+
+−≤≤−+

mmnnLmn  

證明：詳見附錄六 
 
五、若S(n, m)中各頂點的度數都是k，則將此S(n, m)稱為k四面體正則圖，以 TSBk BT表

示。 
定理 10：空間中，存在TST(4T,mT)為SBm+3 B  
證明：詳見附件七 
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六、若S(n, m)中各頂點的度數都是奇數，則稱為奇四面體圖，以SB2,1B表示。 

定理 11：S(n, m)為S B2,1 B的充要條件為 )2(mod0≡+mn 且 )1,7()1,5(),( 及≠mn  

證明：詳見附件八 
 

七、若S(n, m)中各頂點的度數都是偶數，則稱為偶四面體圖，以SB2,0B表示。 
定理 12：S(n, m)為SB2,0 B的充分條件為

)53,72)(42,62)(531,7)(421,6)(421,5)(42,4(),( ororororororororor jimn ++≠  

證明：詳見附件九 

陸、討論 

一、我們先定義這個三角化的做法，再去探討其中的特殊關係，試圖找出我

們要的三角化圖形，利用「對偶圖」，讓我們的點的度數更加的清楚表

達在多邊形的邊上，使得我們能簡易的觀察。 

二、在研究奇偶圖的方法中，我們重複運用了相同的變換方式使三角化圖形

內部的點的度數奇偶性不變，從而推出一般化的結論。 

三、研究中，我們無意間發現三角化圖形與四面體化圖形都是漢米頓圖，驚

奇之餘，我們證明了這個結果，使得三角化圖形與漢米頓圖產生連繫。 

四、在平面上的GBa,r B中，雖然我們可以找到r的範圍，但a卻有無限多個，所以

我們只討論了一部分的GBa,r B，仍有發展的空間。在空間中，因為我們並

未限制點的位置，所以S(n, m)中四面體的個數不唯一，而難以討論點的

度數，因此我們並未討論所有的四面體化正則圖，假以時日，我們應該

可以有所突破。 

五、在網路上我們找到另一種三角化的方式(如附件 2)，參考其作法後，我

們試圖在給定 n, m 下，用電腦程式得到所有的 G(n, m)，但電腦程式卻

無法判別所生成圖的結構差異，而生成重複的圖，因此並未成功。期望

在未來，能找到一種系統的判別法，使程式更加完美。 

六、2006 年國際科展有件作品(參考資料五)也是討論三角化，但此作品三角

化的定義與我們的不同，所以結果也不同，另外，在研究成果的呈現上，

因為此作品只單純地在三角化圖形與四面體化圖形上做研究，並未引進

對偶圖，所以成果也相較的少，較難發展與推廣。 
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七、我們上網尋找三角化的應用： 

(一) 國立中山大學應用數學系的楊孟哲先生的作品：「Delaunay 三角化

於臉部辨識之應用」(參考資料六)，提到一些方法把人臉的影像分

割，然後研究分割後的圖形試著找一些特性。 

(二) 三維地質建模和帶權曲面限定三角化的研究與實現(參考資料

七)：作為結構場約束條件，對地質體進行區域限定四面體剖分。

對含有曲面(地質斷面、地質層面)的地質體定義域進行限定四面體

剖分。 

這些都是我們以後可以繼續發展的。 

柒、結論 

在研究圖形轉換為對偶圖時，我們發現可由特定的變換而形成對偶圖，利用

這種變換創造出三角化圖形的對偶圖，並藉此取代直接在三角化圖形上研究的方

式，使得我們能夠減化問題的複雜性，進而發展出特殊三角化圖形存在性的理論。 

特殊三角化圖形存在性的理論： 

一、k三角正則圖GBkB，當k>5 時，GBkB不存在。當 5≤k ： 

GB3 B圖 GB4 B圖 GB5 B圖 

 n=3，p=1 n=3，p=3 n=3，p=9 

 

二、奇三角圖 

(一) 若 G(n, m)為奇三角圖，則 )2(mod0≡+ mn  

(二) 平面上給定 n+m 為偶數的三角化圖形，有奇三角圖存在的條件如下：  

 n 的範圍 偶數 奇數 

m 的範圍 m=2j，但 j≠ 1 j=1 p=2j－1，但 j≠ 2 j=2 

奇三角圖的狀況 存在 不存在 存在 不存在 
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三、偶三角圖 

(一) 若 G(n, m)為偶三角圖，則 )3(mod0≡n  

(二) 若 n =3 時，m 除了 1、2、4 外，皆有偶三角圖存在。 

(三) 在 n =6,9,…,3i，其中 Ni∈  

m 的範圍 � 12 +< im mi ≤+12  

偶三角圖的狀況 不存在 存在 

四、GBa, r B  

(三) 若G(n, m)為GBa,r B，則r≤5。 

(四) 若G(n, m)為GB3,0 B，則 )3(mod0≡n  

(五) 若G(n, m)為GB3,1 B，則 )3(mod0≡m  

(六) 當n 3≥ ，對特定的m，存在GB3,BB0 B、GB3,1 B、GB4,BB0 B、GB4,BB1 B以及GB5,BB0 B 

GBa,r B GB3,0 B GB3,1 B GB4,0 B GB4,1 B GB5,0 B 

m 值 4j +1 3 j 3+4j 9+8j 9+20 j  

五、k 四面體正則圖 

空間中，存在TST(4T,mT)為SBm+3 B， Nm∈∀  

六、奇四面體圖 

(一) 若 S(n,m)為奇四面體圖，則 )2(mod0≡+ mn  

(二) S(n,m)為奇四面體圖的充分條件： 

條件 S（2(i+1),2j） S（2i+3,2j-1），但(i,j) (1,1)或(2,1) S（5,1）或 S（7,1）

結果 存在 存在 不存在 

七、偶四面體圖 

(一) S(n,m)為偶四面體圖的充分條件： 

條件 S（2(i+1),j）， 2≠j  S（2i+3,j）， )2,1(),(3,1,2 ≠≠≠ jiji  S（3+2j,1） 

結果 存在 存在 不存在 
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